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ÊÀÍÒÎ�ÎÂÎ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ (ñì. ëåêöèþ 1 èç [Ô℄)

1.6 Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî. (Ñëåäóþùèé òåêñò íàäî ÷èòàòü ïîñëå àáçàöà

ñòðàíèöû 8 ëåêöèé Ôåäîð÷óêà, êîí÷àþùåãîñÿ ñëîâàìè "êàíòîðîâûì äèñêîíòè-

íóóìîì".)

Îòìåòèì, ÷òî

1. ðàçíûå îòðåçêè ðàíãà n íå ïåðåñåêàþòñÿ è ïîýòîìó ëþáàÿ òî÷êà x ∈ C
ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíîìó èç íèõ;

2. îòðåçîê n+1-ãî ðàíãà Ii1...inin+1 ñîäåðæèòñÿ â îòðåçêå n-ãî ðàíãà Ij1...jn òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ik = jk äëÿ k = 1, . . . , n.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ C îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà òàêàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü íóëåé è åäèíèö i(x) = (i1, . . . , in, . . . ), ÷òî x ∈ Ii1...in äëÿ âñåõ n. Òàê
êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàçíûìè òî÷êàìè x è x′

èç C ïîëîæèòåëüíî, à äëèíà îò-

ðåçêîâ ðàíãà n ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞, òî x è x′
ëåæàò â ðàçíûõ îòðåç-

êàõ ðàíãà n, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà. Ïîýòîìó i(x) 6= i(x′). Íàêîíåö, åñëè
s = (i1, . . . , in, . . . ), n = 1, 2, . . . , åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé è åäèíèö, òî Ii1...in ,
n = 1, 2, . . . , åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ, ïî äëèíå ñòðåìÿùèõñÿ
ê íóëþ. Î÷åâèäíî, åäèíñòâåííàÿ òî÷êà x, ëåæàùàÿ â ïåðåñå÷åíèè ýòèõ îòðåçêîâ,

ïðèíàäëåæèò C è i(x) = s. Âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ i êàíòîðîâà
ìíîæåñòâà C íà ìíîæåñòâî S âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö äîêà-

çàíà.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå t : S → I, ñ÷èòàÿ îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè s =
(i1, . . . , in, . . . ) ∈ S ÷èñëî t(s) =

∑∞
n=1

in
2n

∈ I. Òàê êàê ëþáîå ÷èñëî îòðåçêà I
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

∑∞
n=1

in
2n
, òî t åñòü îòîáðàæåíèå "íà"(ñþðúåêòèâíî).

Ïîýòîìó è (f = t ◦ s) : C → I åñòü îòîáðàæåíèå "íà".
Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ f : C → I íåïðåðûâíà. Âîçüìåì ε > 0. Äëÿ ðÿäà∑∞

n=1
1
2n

< ε ñóùåñòâóåò íîìåð n(ε), òàêîé, ÷òî åãî îñòàòîê
∑

n(ε)+1, íà÷èíàþùèé-

ñÿ ñ íîìåðà n(ε) + 1, ìåíüøå ε. Âîçüìåì δ< 1
3n(ε) . Åñëè x, x′ ∈ C è ρ(x, x′)<δ, òî

(òàê êàê ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ðàçíûìè îòðåçêàìè ðàíãà n(ε) ëåæèò õîòÿ áû

îäèí èíòåðâàë äëèíû ≥ 1
3n(ε) ) òî÷êè x è x′

ëåæàò â íåêîòîðîì îòðåçêå ðàíãà

n(ε). Ïîýòîìó ïåðâûå n(ε) ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé s(x) è s(x′) ñîâïàäàþò è

|f(x) − f(x′)| ≤
∑

n(ε)+1 < ε. Íåïðåðûâíîñòü (äàæå ðàâíîìåðíàÿ) îòîáðàæåíèÿ f
äîêàçàíà. Èòàê, âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.1. Îòðåçîê I ÿëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îáðàçîì êàíòîðîâà ìíîæå-

ñòâà (≡ C ìîæíî íåïðåðûâíî îòîáðàçèòü íà I).
Èç ñþðúåêòèâíîñòè t, à çíà÷èò è f , ñëåäóåò, ÷òî I ðàâíîìîùíî ïîäìíîæåñòâó

ìíîæåñòâà C. Òàê êàê C ⊂ I, òî C ðàâíîìîùíî ïîäìíîæåñòâó ìíîæåñòâà I. Ïî
òåîðåìå Êàíòîðà - Áåðíøòåéíà, C è I ðàâíîìîùíû.

Ñëåäñòâèå 1.1. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Çàìå÷àíèå 1.1. Âñå èíòåðâàëû Ji1...in ëþáûõ ðàíãîâ n áóäåì íàçûâàòü ñìåæ-

íûìè ê C. Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî
1. �óíêöèÿ f ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è f(x) = f(x′) äëÿ òî÷åê x, x′ ∈ C òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè êàêîãî-íèáóäü ñìåæíîãî ê C
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èíòåðâàëà;

2. �óíêöèÿ c : I → I, ðàâíàÿ f íà C è äëÿ êàæäîãî ñìåæíîãî ê C èíòåðâàëà

ðàâíàÿ çíà÷åíèÿì f â êîíöàõ ýòîãî èíòåðâàëà, íåïðåðûâíà è ìîíîòîííî âîçðàñòà-

åò.

Ôóíêöèÿ c íàçûâàåòñÿ êàíòîðîâîé (à èíîãäà � ÷åðòîâîé) ëåñòíèöåé (ðîëü ñòó-

ïåíåê èãðàþò ãðà�èêè îãðàíè÷åíèé c íà ñìåæíûå ê C èíòåðâàëû è èõ êîíöû).

Ýòà �óíêöèÿ ïî÷òè âñþäó èìååò íóëåâóþ ïðîèçâîäíóþ, íî íå ïîñòîÿííà.

ÒÈÕÎÍÎÂÑÊÈÅ Ï�ÎÈÇÂÅÄÅÍÈß (ñì. ïóíêò 7.3 ëåêöèè 7 â [Ô℄)

Äåêàðòîâûì (≡ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì) ïðîèçâåäåíèåì X =
∏
{Xα : α ∈

A} ìíîæåñòâ Xα (íàçûâàåìûõ ñîìíîæèòåëÿìè) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òà-

êèõ îòîáðàæåíèé x : A → ∪{Xα : α ∈ A}, ÷òî x(α) ∈ Xα äëÿ âñåõ α. Â äàëüíåé-

øåì ýòè îòîáðàæåíèÿ x áóäóò íàçûâàòüñÿ òî÷êàìè ïðîèçâåäåíèÿ X , èõ çíà÷åíèÿ

x(α) áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç xα è íàçûâàòüñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷åê x, à âìåñòî
x : A → ∪{Xα : α ∈ A} áóäåì ïèñàòü x = (xα)α∈A.

Îòîáðàæåíèå pα : X → Xα, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå x åå (α-óþ) êîîðäè-
íàòó xα, íàçûâàåòñÿ (α-îé) ïðîåêöèåé ïðîèçâåäåíèÿ X íà ñîìíîæèòåëü Xα.

Åñëè âñå Xα � ïðîñòðàíñòâà, òî íà ïðîèçâåäåíèè X ìîæíî ââåñòè ñëåäóþ-

ùóþ òîïîëîãèþ, íàçûâàåìóþ òèõîíîâñêîé. Ïðåäáàçà ýòîé òîïîëîãèè (êîòîðóþ

ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü òèõîíîâñêîé) ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ ìíîæåñòâ âèäà

(pα)
−1O, ãäå O îòêðûòî â Xα è α ∈ A, à âñåâîçìîæíûå êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ

ýëåìåíòîâ ýòîé ïðåäáàçû îáàçóþò áàçó (åå ìû òîæå áóäåì íàçûâàòü òèõîíîâñêîé)

òèõîíîâñêîé òîïîëîãèè. Íàêîíåö, äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå X ñ òèõîíîâñêîé òîïî-

ëîãèåé íà íåì íàçûâàåòñÿ òèõîíîâñêèì ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ Xα.

(Åñëè âñå ìíîæåñòâà (ïðîñòðàíñòâà) α ÿâëÿþòñÿ ýêçåìïëÿðàìè îäíîãî è òîãî

æå ìíîæåñòâà (ïðîñòðàíñòâà) X , òî ïðîèçâåäåíèå

∏
{Xα : α ∈ A} áóäåì íàçûâàòü

äåêàðòîâîé (òèõîíîâñêîé) ñòåïåíüþ ìíîæåñòâà (ïðîñòðàíñòâà) X è îáîçíà÷àòü

ñèìâîëîì XA
èëè Xλ

, ãäå λ = |A|.)
Åñëè ìíîæåñòâî A êîíå÷íî, òî îïèñàííûå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ íàçûâà-

þò, ïðîñòî, òîïîëîãè÷åñêèìè (îíè ðàññìàòðèâàëèñü åùå äî âîçíèêíîâåíèÿ òèõî-

íîâñêèõ ïðîèçâåäåíèé).

Î÷åâèäíî,

ïðîåêöèè òèõîíîâñêèõ ïðîèçâåäåíèé íà ñîìíîæèòåëè íåïðåðûâíû.

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà µ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâ fα : X → Yα, α ∈ A. Òîãäà
îòîáðàæåíèå f : X → (Y =

∏
{Yα : α ∈ A}), òàêîå, ÷òî fx = (fαx)α∈A, x ∈

X , íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì (ñèñòåìû µ) âñåõ îòîáðàæåíèé fα :
X → Yα è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì (∆µ) ∆{fα : α ∈ A}. Åñëè qα � α-àÿ ïðîåêöèÿ

ïðîèçâåäåíèÿ Y , òî, o÷åâèäíî,

qα ◦ f = fα, α ∈ A. (1)

Åñëè âñå îòîáðàæåíèÿ fα íåïðåðûâíû, òî íåïðåðûâíî è èõ äèàãîíàëüíîå ïðîèç-
âåäåíèå f .

Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì êàêîé-íèáóäü ýëåìåíò (qα)
−1O òèõîíîâñêîé ïðåä-

áàçû â ïðîèçâåäåíèè Y (è çíà÷èò O îòêðûòî â Yα). Òîãäà ïðîîáðàç (ñì. (1))

f−1((qα)
−1O) = (fα)

−1O îòêðûò â X . Íåïðåðûâíîñòü f äîêàçàíà.

Êðàòêî äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü òàê:
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äèàãîíàëüíîå ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé íåïðåðûâíî.

Ïóñòü òåïåðü äàíû äåêàðòîâû ïðîèçâåäåíèÿ X =
∏
{Xα : α ∈ A}) è Y =∏

{Yα : α ∈ A}) ñ ïðîåêöèÿìè pα : X → Xα è qα : Y → Yα, ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü

åùå äàíû îòîáðàæåíèÿ fα : Xα → Yα, α ∈ A. Òîãäà îòîáðàæåíèå f : X → Y ,
òàêîå, ÷òî fx = (fαxα)α∈A, x ∈ X , íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì (ñèñòåìû µ) âñåõ
îòîáðàæåíèé fα è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì (

∏
µ)

∏
{fα : α ∈ A}. Î÷åâèäíî,

qα ◦ f = fα ◦ pα, α ∈ A. (2)

Ëåãêî óñìàòðèâàåòñÿ òàêæå, ÷òî∏
{fα : α ∈ A} = ∆{fα ◦ pα : α ∈ A}.

Åñëè âñå fα íåïðåðûâíû, òî íåïðåðûâíû è âñå fα ◦ pα. Òàê êàê äèàãîíàëüíûå

ïðîèçâåäåíèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé íåïðåðûâíû, òî èç òîëüêî ÷òî âûïèñàí-

íîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé íåïðåðûâíî.

Î÷åâèäíî,

ïðîèçâåäåíèå ãîìåîìîð�èçìîâ � ãîìåîìîð�èçì.

Ïóñòü äàíî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå Y =
∏
{Yα : α ∈ A} (ñ ïðîåêöèÿìè qα :

Y → Yα) è äëÿ êàæäîãî α â Yα âûáðàíî ïîäìíîæåñòâî Xα. Òîãäà äåêàðòîâî ïðîèç-

âåäåíèåX =
∏
{Xα : α ∈ A}) (ñ ïðîåêöèÿìè pα : X → Xα) íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâûì

ïîäïðîèçâåäåíèåì ïðîèçâåäåíèÿ Y . Î÷åâèäíî, X ⊂ Y , X = ∩{(qα)
−1Xα : α ∈ A} è

pαx = qαx äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X . Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî

(∗∗) äëÿ S ⊂ Xα è S ′ ⊂ Yα, òàêèõ, ÷òî S = X ∩S ′
, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

X ∩ (qα)
−1S ′ = (pα)

−1S, α ∈ A.

Ïóñòü âñå Yα � ïðîñòðàíñòâà. Òèõîíîâñêóþ òîïîëîãèþ íà ïðîèçâåäåíèè Y îáî-

çíà÷èì ÷åðåç τY , òèõîíîâñêóþ òîïîëîãèþ íà ïðîèçâåäåíèè X ïîäïðîñòðàíñòâ Xα

ïðîñòðàíñòâ Yα îáîçíà÷èì ÷åðåç τX .
Äîêàæåì, ÷òî

τX = τY |X ,
ò.å.

(Π) äåêàðòîâî ïîäïðîèçâåäåíèå òèõîíîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ êàê ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ýòîãî òèõîíîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñàìî ÿâëÿåòñÿ òèõîíîâñêèì ïðîèçâåäå-

íèåì ñâîèõ ñîìíîæèòåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü α ∈ A. Âîçüìåì îòêðûòîå âXα ìíîæåñòâî O è îòêðû-

òîå â Yα ìíîæåñòâî O
′
òàê, ÷òî O = O′∩Xα. Òîãäà (ñì. (∗∗))X∩(qα)

−1O′ = (pα)
−1O.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà ïåðåñå÷åíèé âñåõ ýëåìåíòîâ òèõîíîâñêîé ïðåäáàçû

ïðîèçâåäåíèÿ Y , ÿâëÿÿñü ïðåäáàçîé ïîäïðîñòðàíñòâà X ïðîñòðàíñòâà Y , ÿâëÿåòñÿ
òàêæå òèõîíîâñêîé ïðåäáàçîé ïðîèçâåäåíèÿ X . �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èëëþñòðèðóåò âàæíîñòü ïîíÿòèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ. Èç îïðåäåëåíèÿ R
n
ñëåäóåò, ÷òî êàê ìíîæåñòâî îíî ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâûì

ïðîèçâåäåíèåì n ýêçåìïëÿðîâ Ri, i = 1, . . . , n, ÷èñëîâîé ïðÿìîé R.

Òåîðåìà 1. R
n
êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå n ýêçåìïëÿðîâ Ri, i = 1, . . . , n,

ïðÿìîé R, ñíàáæåííàÿ òîïîëîãèåé τρ, ïîðîæäåííîé åâêëèäîâîé ìåòðèêîé ρ íà

R
n
, åñòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå n ýêçåìïëÿðîâ Ri ïðîñòðàíñòâà R (ñëåäî-

âàòåëüíî, R
n
åñòü n-àÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü ÷èñëîâîé ïðÿìîé R).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî τρ, ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé τ òîïîëîãè-

÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðÿìûõ Ri, i = 1, . . . , n.
Âîçüìåì îòêðûòîå â Ri ìíîæåñòâî U , O = (pi)

−1U (pi � ïðîåêöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ
R

n
íà ñîìíîæèòåëü Ri) è òî÷êó x = (xj)j=1,...,n ∈ O. Ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî

(x − ε, x+ ε) = Oεxi ⊂ U . Åñëè y ∈ Oεx, òî |yi − xi| ≤ ρ(y, x) < ε. Ñëåäîâàòåëüíî,
yi ∈ U , y ∈ O è Oεx ⊂ O. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè x ∈ O, O ∈ τρ. Ïîýòîìó
òèõîíîâñêàÿ ïðåäáàçà òîïîëîãèè τ ñîäåðæèòñÿ â τρ è τ ⊂ τρ.

Âîçüìåì O ∈ τρ è x ∈ O. Ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî Oεx ⊂ O. Ïóñòü δ = ε/n1/2

è Oi = (xi−δ, xi+δ). Òîãäà äëÿ êîîðäèíàò òî÷êè y ∈ (Π = ∩{(pi)
−1Oi : i = 1, . . . , n})

âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ |yi − xi| < δ. Ïîýòîìó ρ(y, x) = (
∑n

i=1(yi − xi)
2)1/2 < ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ Π ⊂ Oεx ⊂ O. Òàê êàê Π åñòü ýëåìåíò òèõîíîâñêîé áàçû, òî

O åñòü îáúåäèíåíèå ýëåìåíòîâ ýòîé áàçû. Ñëåäîâàòåëüíî, O ∈ τ è τρ ⊂ τ . �
Ñëåäñòâèå 1. Äåêàðòîâî ïîäïðîèçâåäåíèå In =

∏
{Ii = [ai, bi] : ai < bi, i =

1, . . . , n} òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ R
n =

∏
{Ri = R : i = 1, . . . , n}, Ii ⊂ Ri,

ÿâëÿåòñÿ (êàê ïîäïðîñòðàíñòâî R
n
) òîïîëîãè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì n îòðåçêîâ

Ii.

ÊÎÌÏÀÊÒÍÎÑÒÜ Ï�ÎÈÇÂÅÄÅÍÈÉ (ñì. ëåêöèþ 9 â [Ô℄)

Áóäåò äîêàçàíà

Òåîðåìà Òèõîíîâà. Òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ êîì-

ïàêòíî.

Íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå ðàññìîòðåíèÿ.

Êàê èçâåñòíî, ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ öåí-

òðèðîâàííàÿ ñèñòåìà åãî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà X ýêâèâàëåíòíû óòâåðæäåíèÿ:

1) ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî,

2) äëÿ ëþáîé öåíòðèðîâàííîé ñèñòåìû ξ ïðîèçâîëüíûõ ïîäìíîæåñòâ ïðî-

ñòðàíñòâà X ñóùåñòâóåò îáùàÿ òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ξ (ò.å.

íåïóñòî ïåðåñå÷åíèå çàìûêàíèé âñåõ ýëåìåíòîâ ξ).
Äîêàçàòåëüñòâî. 1)⇒2) Ïóñòü ñèñòåìà ξ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâàX öåíòðè-

ðîâàíà. Òîãäà è ñèñòåìà cl(ξ), ñîñòîÿùàÿ èç çàìûêàíèé âñåõ ýëåìåíòîâ èç ξ, öåíòðè-
ðîâàíà è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Ñëåäîâàíèå 2)⇒1) âåðíî, òàê êàê çàìûêàíèå çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà ñîâïàäàåò

ñ íèì ñàìèì. �

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ýêâèâàëåíòíàÿ àêñèîìå âûáîðà

Ëåììà Êóðàòîâñêîãî-Öîðíà. Åñëè óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (C,≤) òà-
êîâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî åãî ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà (L, (≤)|L) ñóùå-
ñòâóåò ýëåìåíò c0 ∈ C, òàêîé, ÷òî c ≤ c0 äëÿ âñåõ c ∈ L, òî â C ñóùåñòâóåò

ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò.

Âñþäó äàëåå íà ìíîæåñòâå CX âñåõ öåíòðèðîâàííûõ ñèñòåì ïîäìíîæåñòâ êàêîãî-

ëèáî ìíîæåñòâà X (è íà ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà CX) âñåãäà áóäåì ðàññìàòðè-

âàòü ïîðÿäîê: µ ≤ ν, åñëè µ ⊂ ν.
Ëåììà 1 (î ìàêñèìàëüíîé öåíòðèðîâàííîé ñèñòåìå). Äëÿ ëþáîãî ìíî-

æåñòâà X, ëþáîé öåíòðèðîâàííîé ñèñòåìû µ åãî ïîäìíîæåñòâ è ìíîæåñòâà

C ⊂ CX âñåõ ν ⊂ CX , ñîäåðæàùèõ µ (ò.å. µ ≤ ν), â C ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé

ýëåìåíò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæå-

ñòâà C. Âîçüìåì µ′ = ∪L. Åñëè mi ∈ µ′
, òî ñóùåñòâóåò νi ∈ L, ñîäåðæàùåå mi,

i = 1, . . . , k. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî mi ≤ mk, i = 1, . . . , k. Òîãäà âñå mi � ýëåìåíòû

ñèñòåìû νk è m1 ∩ . . . ∩mk 6= ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà µ′
öåíòðèðîâàíà è, î÷å-

âèäíî, ñîäåðæèò µ. Ïî ëåììå Êóðàòîâñêîãî-Öîðíà, â C èìååòñÿ ìàêñèìàëüíûé

ýëåìåíò. �

Çàìå÷àíèå ê ëåììå1. Ëþáîé ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò µmax ìíîæåñòâà C èç

ëåììû 1 îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ ñèñòåìû µmax òàêæå ÿâëÿ-

åòñÿ ýëåìåíòîì ýòîé ñèñòåìû;

2. åñëè ìíîæåñòâî m ⊂ X ïåðåñåêàåò âñå ýëåìåíòû ñèñòåìû µmax, òî m � òàêæå

ýëåìåíò ýòîé ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü m åñòü ïåðåñå÷åíèå ýëåìåíòîâ mi ñèñòåìû µmax,

i = 1, . . . , k. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ nj ñèñòåìû µmax, j = 1, . . . , l,
ïåðåñå÷åíèå m∩ n1 ∩ . . .∩ nl = m1 ∩ . . .∩mk ∩ n1 ∩ . . .∩ nl íåïóñòî (â ñèëó öåíòðè-

ðîâàííîñòè µmax). Â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè µmax, m ∈ µmax.

2. Ïóñòü m ïåðåñåêàåò âñå ýëåìåíòû ñèñòåìû µmax. Âîçüìåì ýëåìåíòû nj ñè-

ñòåìû µmax, j = 1, . . . , l. Ïî ïóíêòó 1., (n = n1 ∩ . . . ∩ nl) ∈ µmax. Ïîýòîìó

m ∩ n1 ∩ . . . ∩ nl = m ∩ n ∈ µmax. Êàê â ïóíêòå 1., m ∈ µmax. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òèõîíîâà. Ïóñòü X åñòü òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäå-

íèå êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ Xα, α ∈ A, è pα : X → Xα � ïðîåêöèè ïðîèçâåäåíèÿ

íà ñîìíîæèòåëè.

Âîçüìåì öåíòðèðîâàííóþ ñèñòåìó µ çàìêíóòûõ â X ìíîæåñòâ. Ïóñòü (êàê â

ëåììå 1) C åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ν ⊂ CX , ñîäåðæàùèõ µ. Ïî ëåììå 1, â C ñó-

ùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò µmax. Ïóñòü µα ñîñòîèò èç ïðîåêöèé pα(m) âñåõ
m ∈ µmax. Ñèñòåìà µα, î÷åâèäíî, öåíòðèðîâàíà. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1, ñóùåñòâó-

åò îáùàÿ òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ xα âñåõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû µα. �àññìîòðèì òî÷êó

x ∈ X ñ êîîðäèíàòàìè xα. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíî èíäåêñû α(i) ∈ A, i = 1, . . . , k,
è îêðåñòíîñòè Oi òî÷åê xα(i). Òàê êàê Oi ïåðåñåêàåò âñå ýëåìåíòû ñèñòåìû µα, òî

ïðîîáðàç Ui = (pα)
−1Oi ïåðåñåêàåò âñå ýëåìåíòû ñèñòåìû µmax. Ïî çàìå÷àíèþ ê

ëåììå 1, Ui ∈ µmax äëÿ âñåõ i è x ∈ (U = ∩{Ui : i = 1, . . . , k}) ∈ µmax. Ñëåäîâàòåëü-

íî, îêðåñòíîñòü U òî÷êè x ïåðåñåêàåò âñå ýëåìåíòû ñèñòåìû µmax. Ìû äîêàçàëè,

÷òî ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x, ÿâëÿþùàÿñÿ ýëåìåíòîì òèõîíîâñêîé áàçû

ïðîèçâåäåíèÿ X , ïåðåñåêàåò âñå ýëåìåíòû ñèñòåìû µmax. Ïîýòîìó âñå îêðåñòíîñòè

òî÷êè x ïåðåñåêàþò âñå ýëåìåíòû ñèñòåìû µmax, ò.å. x � îáùàÿ òî÷êà ïðèêîñíîâå-

íèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû µmax. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà òî÷êà ïðè-íàäëåæèò âñåì

ýëåìåíòàì ñèñòåìû µ è ∩µ 6= ∅. Êîìïàêòíîñòü X äîêàçàíà. �

Òàê êàê òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå õàóñäîð�îâûõ ïðîñòðàíñòâ õàóñäîð�îâî, òî

ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1. Òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòîâ � êîìïàêò.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðîñòðàíñòâî R
n
ëîêàëüíî êîìïàêòíî.

Äåéñòâèòåëüíî, çàìûêàíèåì îêðåñòíîñòè

∏
{(xi − 1, xi + 1) : i = 1, . . . , n}

òî÷êè x ∈ R
n
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêò

∏
{[xi − 1, xi + 1] : i = 1, . . . , n}. �

ÌÅÒ�ÈÇÓÅÌÎÑÒÜ (ñì. ëåêöèþ 10 â [Ô℄)
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Ïðîñòðàíñòâî (X, τ) íàçûâàåòñÿ ìåòðèçóåìûì, åñëè íà X ñóùåñòâóåò òàêàÿ

ìåòðèêà ρ, ÷òî τ = τρ (ò.å. òîïîëîãèÿ τ ïîðîæäàåòñÿ ìåòðèêîé ρ).
Äîêàçàòü, ÷òî

ìåòðèçóåìîñòü � òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò.

Çàìå÷àíèå 10.1. Êàê áûëî ðàíåå äîêàçàíî, äëÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

(X, ρ) è A ⊂ X òîïîëîãèè (τρ)|A è τ |(ρ|A) ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó

ïîäïðîñòðàíñòâî ìåòðèçóåìîãî ïðîñòðàíñòâà ìåòðèçóåìî.

Ëåììà 10.1. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, ρ � ìåòðèêà íà íåì è α > 0. Äëÿ x, y ∈
X ïîëîæèì d(x, y) = min(ρ(x, y), α). Òîãäà 1) d� ìåòðèêà íà X è 2) ìåòðèêè ρ
è d ïîðîæäàþò îäíó è òó æå òîïîëîãèþ íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 1) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå

2). Ïóñòü f åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå (X, ρ) íà (X, d), à g � îáðàòíîå ê íåìó
îòîáðàæå-íèå. Íåïðåðûâíîñòü f â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) âûòåêàåò èç

íåðàâåíñòâà d(x, y) ≤ ρ(x, y) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X . Åñëè x ∈ X è ε > 0, òî äëÿ

δ = min(α, ε) îáðàç δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè x â (X, d) ïîä äåéñòâèåì g ñîäåðæèòñÿ â

ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè x â (X, ρ). �
Òåîðåìà 10.1. Òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíîé ñèñòåìû ìåòðèçóåìûõ ïðî-

ñòðàíñòâ ìåòðèçóåìî.

Äîêàçàòåëüñòâî.ÏóñòüX åñòü òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå ìåòðèçóåìûõ ïðîñò-

ðàíñòâ Xn è pn � ïðîåêöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ X íà ñîìíîæèòåëü Xn, n = 1, 2, . . .
Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òîïîëîãèÿ Xn çàäàåòñÿ òàêîé ìåò-

ðèêîé, ÷òî diamXn ≤ 1/n. Äëÿ x = (xn)n∈N, y = (yn)n∈N ∈ X áóäåì ñ÷èòàòü

d(x, y) = max {ρ(xn, yn) : n ∈ N}. Àêñèîìàì òîæäåñòâà è ñèììåòðèè d, î÷åâèäíî,
óäîâëåòâî-ðÿåò. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà. Âîçüìåì òî÷êè

x, y, z èç X (ñ êîîðäèíàòàìè xn, yn, zn, ñîîòâåòñòâåííî). Ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð

m, ÷òî d(x, z) = ρ(xm, zm). Òîãäà d(x, z) ≤ ρ(xm, ym) + ρ(ym, zm) ≤ d(x, y) + d(y, z).
Ñëåäîâà-òåëüíî, d � ìåòðèêà íà X .

Ïîêàæåì, ÷òî òîïîëîãèÿ τd, ïîðîæäåííàÿ ìåòðèêîé d, ñîâïàäàåò ñ òèõîíîâñêîé
òîïîëîãèåé τ ïðîèçâåäåíèÿ X . Âîçüìåì òî÷êó x ∈ X ñ êîîðäèíàòàìè xn è ïðîèç-

âîëüíóþ åå ε-îêðåñòíîñòü Oε. ×åðåç Oεn îáîçíà÷èì ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè xn â Xn.

Âîçüìåì íîìåð m òàê, ÷òî Xn ⊂ Oεn äëÿ âñåõ n > m. Òîãäà

(∗) Oε = ∩{(pn)
−1Oεn : n ≤ m}(∈ τ).

Òàê êàê âñå ε-îêðåñòíîñòè âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà (X, d) îáðàçóþò áàçó åãî

òîïîëîãèè, òî τd ⊂ τ . Ïóñòü ìíîæåñòâî U îòêðûòî â íåêîòîðîì Xl è O = (pl)
−1U .

Âîçüìåì òî÷êó x ∈ O ñ êîîðäèíàòàìè xn. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε(x) > 0, òàêîå,
÷òî ε(x)-îêðåñòíîñòü òî÷êè xl â Xl ñîäåðæèòñÿ â U . Èç ðàâåíñòâà (∗) (ìîæíî âçÿòü
m ≥ l) ñëåäóåò, ÷òî ε(x)-îêðåñòíîñòü òî÷êè x ñîäåðæèòñÿ â O. Çíà÷èò O ∈ τd. Òàê
êàê O �ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò òèõîíîâñêîé ïðåäáàçû ïðîèçâåäåíèÿ X , òî τ ⊂ τd.
�

Ñëåäñòâèå 10.1. Ñ÷åòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü Iω íåâûðîæäåííîãî îòðåç-

êà I ìåòðèçóåìà.

Òåîðåìà Óðûñîíà - Òèõîíîâà. Òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé

ìåòðèçóåìî.

Äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû ïðåäïîøëåì ñëåäóþùóþ äàëåå ëåììó.

Ïîäìíîæåñòâî O ïðîñòðàíñòâà X áóäåì íàçûâàòü �óíêöèîíàëüíî îòêðûòûì

(êðàòêî, �î), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ f : X → [0, 1], ÷òî
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O = f−1[0, 1).
Ëåììà 10.2. Â òèõîíîâñêîì ïðîñòðàíñòâå ñî ñ÷åòíîé áàçîé ñóùåñòâóåò

ñ÷åòíàÿ áàçà èç �î ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � ñ÷åòíàÿ áàçà â òèõîíîâñêîì ïðîñòðàíñòâå X . Óïî-

ðÿäî÷åííóþ ïàðó (U, V ) ýëåìåíòîâ áàçû B íàçîâåì �î-îòäåëèìûìîé, åñëè ñóùå-

ñòâóåò òàêîå �î ìíîæåñòâî O(U, V ) , ÷òî U ⊂ O(U, V ) ⊂ V . Èç ñ÷åòíîñòè B âûòå-

êàåò ñ÷åòíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ �î-îòäåëèìûìûõ ïàð (U, V ) è ìíîæåñòâà Bfo âñåõ

�î ìíîæåñòâ O(U, V ). Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî Bfo � áàçà ïðîñòðàíñòâà X .

Âîçüìåì îòêðûòîå â X ìíîæåñòâî O è òî÷êó x ∈ O. Ñóùåñòâóåò òàêîå Vx ∈ B,
÷òî x ∈ Vx ⊂ O. Èç òèõîíîâîñòè X âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé íåïðåðûâíîé

�óíêöèè f : X → [0, 1], ÷òî (O′ = f−1[0, 1)) ⊂ Vx è fx = 0. Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî
O′

�î è x ∈ O′
. Âîçüìåì Ux ∈ B òàê, ÷òî x ∈ Ux ⊂ O′

. ßñíî, ÷òî ïàðà (Ux, Vx)
ÿâëÿåòñÿ �î-îòäåëèìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ Ux ⊂ O(Ux, Vx) ⊂ Vx ⊂ O. Î÷åâèäíî,
O = ∪{O(Ux, Vx) : x ∈ O}. �

Êîîãðàíè÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ F : X → Y íàçûâàåòñÿ òàêîå îòîá-

ðàæåíèå f : X → F (X), ÷òî fx = Fx äëÿ âñåõ x ∈ X (èíîãäà êîîãðàíè÷åíèå

îòîáðàæåíèÿ F îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì cor(F )). Î÷åâèäíî,
êîîãðàíè÷åíèå íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Óðûñîíà-Òèõîíîâà. Ïóñòü òèõîíîâñêîå ïðîñò-

ðàíñòâî X îáëàäàåò ñ÷åòíîé áàçîé B = {On : n ∈ N}. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû ýòîé áàçû �î. Òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà, åñëè

ìû äîêàæåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X ãîìåîìîð�íî ïîäïðîñòðàíñòâó ïðîèçâåäåíèÿ

Iω (ñì. çàìå÷àíèå 10.1).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Iω åñòü ïðîèçâåäåíèå îòðåçêîâ In = [0, 1], n ∈ N. ×åðåç pn
îáîçíà÷èì ïðîåêöèþ ïðîèçâåäåíèÿ X íà ñîìíîæèòåëü In. Äëÿ êàæäîãî n âîçü-

ìåì òàêóþ íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ fn : X → In, ÷òî (fn)
−1[0, 1) = On. ×åðåç F

îáîçíà÷èì äèàãîíàëüíîå ïðîèçâåäåíèå âñåõ îòîáðàæåíèé fn. Ïîëîæèì Y = F (X).
Ïî äîêàçàí-íîìó ðàíåå, îòîáðàæåíèå F íåïðåðûâíî. Ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíî

è åãî êîîãðà-íè÷åíèå f : X → Y . Åñëè x, x′ ∈ X è x 6= x′
, òî ñóùåñòâóåò n,

äëÿ êîòîðîãî x /∈ On ∋ x′
. Òîãäà fnx 6= fnx

′
è (òàê êàê fn = pn ◦ F ) Fx 6= Fx′

.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå F èíúåêòèâíî, à îòîáðàæåíèå f áèåêòèâíî. Òàê êàê

fn = pn◦F , òî fn = pn◦f , On = (fn)
−1[0, 1) = f−1(Y ∩(pn)

−1[0, 1). Â ñèëó íåïðåðûâ-

íîñòè pn, ìíîæåñòâî f(On) = Y ∩ (pn)
−1[0, 1) îòêðûòî â Y . Ïîýòîìó äëÿ îáðàòíîãî

ê f îòîáðàæåíèÿ g ïðîîáðàçû g−1On = f(On) âñåõ ýëåìåíòîâ áàçû B îòêðûòû â

Y . Ñëåäîâàòåëüíî, g íåïðåðûâíî, à f ãîìåîìîð�íî. �

�ÎÌÎÒÎÏÈß. �ÎÌÎÒÎÏÈ×ÅÑÊÀß ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ.

ÑÒß�ÈÂÀÅÌÛÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ (ñì. ëåêöèþ 13 â [Ô℄)

Ñíà÷àëà íàäî ïðî÷èòàòü â [Ô℄:

13.1. Îïðåäåëåíèå ãîìîòîïèè.

13.1. Òåîðåìó 13.4 (ñ äîêàçàòåëüñòâîì).

13.6. Îïðåäåëåíèå.

Äàëåå.

13.5. Ïðèìåð. Âñå íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà X â îò-

ðåçîê I ãîìîòîïíû (ò.å. π(X, I) ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ f, g : X → I íåïðåðûâíû. �àññìîòðèì

îòîáðàæåíèå Φ : X × I → I, îïðåäåëÿåìîå �îðìóëîé Φ(x, t) = (1− t)f(x)+ t · g(x).
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Ïóñòü p è q � ïðîåêöèè ïðîèçâåäåíèÿ X × I íà ñîìíîæèòåëè X è I, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Èç íåïðåðûâíîñòè f , g, p è q âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü Φ(x, t) = (1 −
q(x, t)) · f(p(x, t)) + q(x, t) · g(p(x, t)). Ñëåäîâàòåëüíî, Φ � ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ

f è g. �
Íàì ïîòðåáóþòñÿ äâå ñëåäóþùèå ëåììû.

Ëåììà (∗). Åñëè îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî, à îòîáðàæåíèÿ g, h :
Y → Z íåïðåðûâíû è ãîìîòîïíû, òî îòîáðàæåíèÿ g◦f, h◦f : X → Z ãîìîòîïíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü Φ : Y ×I → Z � ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ g è h è ïóñòü
Ψ : X×I → Y ×Z � ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæåíèé f è id|I . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Φ◦Ψ
� ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ îòîáðàæåíèÿ g ◦ f è h ◦ f . (Íàïðèìåð, (Φ ◦ Ψ)(x, 0) =
Φ(f(x), 0) = g(f(x)).) �

Ëåììà (∗∗). Åñëè îòîáðàæåíèÿ f, g : X → Y ãîìîòîïíû, à îòîáðàæåíèå

h : Y → Z íåïðåðûâíî, òî îòîáðàæåíèÿ h ◦ f, h ◦ g : X → Z ãîìîòîïíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ : X × I → Y � ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ f è g è

ïóñòü (Ψ = h◦Φ) : X× I → Z. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Ψ � ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ

îòîáðàæåíèÿ h ◦ f è h ◦ g. (Íàïðèìåð, Ψ(x, 0) = h(Φ(x, 0)) = h(f(x)).) �
Ñëåäñòâèå èç ëåìì (∗) è (∗∗). Åñëè ãîìîòîïíû ïàðû îòîáðàæåíèé f, g :

X → Y è h, k : Y → Z, òî ãîìîòîïíû è îòîáðàæåíèÿ h ◦ f è k ◦ g.
Äåéñòâèòåëüíî, h ◦ f ∼ h ◦ g ∼ k ◦ g. �

Äàëüøå íàäî ÷èòàòü â [Ô℄:

13.10. Îïðåäåëåíèå.

13.11. Çàìå÷àíèå.

13.12. Òåîðåìà.Îòíîøåíèå ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ îò-

íîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà êëàññå âñåõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. �å�ëåêñèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü îòíîøåíèÿ ãîìîòîïè÷å-

ñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè î÷åâèäíû. Äîêàæåì åãî òðàíçèòèâíîñòü.

Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ f : X → Y è f ′ : Y → X ,

g : Y → Z è g′ : Z → Y , òàêèå, ÷òî f ′ ◦ f = idX , f ◦ f ′ = idY è g′ ◦ g = idY ,
g ◦ g′ = idZ . Òîãäà, ïî ëåììàì (∗) è (∗∗), (f ′ ◦ g′) ◦ (g ◦ f) = f ′ ◦ ((g′ ◦ g) ◦ f) ∼
f ′ ◦ ((idY ) ◦ f) = f ′ ◦ f ∼ idX è, àíàëîãè÷íî, (g ◦ f) ◦ (f ′ ◦ g′) ∼ idZ . �

Äàëüøå íàäî ÷èòàòü â [Ô℄:

ïóíêò 13.13. è ñëåäóþùèé àáçàö,

13.14. Óïðàæíåíèÿ.

13.15. Çàìå÷àíèå. (Òî÷êà è îòðåçîê.)

Çàìå÷àíèå (äëÿ äîñðî÷íî ñäàþùèõ ýêçàìåí). Äâóìåðíàÿ ñ�åðà S2
îäíîñâÿç-

íà (ò.å. îíà ëèíåéíî ñâÿçíà è ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè â S2

ãîìîòîïíî ïîñòîÿííîìó), íî íå ñòÿãèâàåìà.

8


