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Сравнение топологий

Пусть 𝑋 множество и T семейство всех топологий на множестве 𝑋. Семейство
T является частично упорядоченным множеством относительно порядка
включения.

Пусть 𝒯 ,𝒪 ∈ T. Топология 𝒪 сильнее топологии 𝒯 и топология 𝒯 слабее
топологии 𝒪, если 𝒯 ⊂ 𝒪. Дискретная топология самая сильная,
антидискретная топология самая слабая.

Пусть M ⊂ T.

Топология 𝒯min ∈ M называется минимумом семейства топологий M или
слабейшей топологией в M, если 𝒯min ⊂ 𝒯 для любого 𝒯 ∈ M. Если минимум
существует, он обозначается как minM.

Топология 𝒯max ∈ M называется максимум семейства топологий M или
сильнейшей топологией из M, если 𝒯max ⊃ 𝒯 для любого 𝒯 ∈ M. Если
максимум существует, он обозначается как maxM.



Обозначим

M− = {𝒯 ∈ T : 𝒯 ⊂ 𝒪 для 𝒪 ∈ M} – множество нижних граней
семейства топологий M,

M+ = {𝒪 ∈ T : 𝒯 ⊂ 𝒪 для 𝒯 ∈ M} – множество верхних граней
семейства топологий M.

Семейства M− и M+ не пусты, M− содержит антидискретную топологию и
M+ содержит дискретную топологию.



Утверждение
Существуют maxM− и minM+.

1. maxM− =
⋂︀

M.

2. Семейство
⋃︀

M является предбазой топологии minM+. Если 𝒫𝒯 есть
предбаза топологии 𝒯 ∈ M, то 𝒫 =

⋃︀
𝒯 ∈M 𝒫𝒯 является предбазой

топологии minM+.



Положим

inf M = maxM− – точняя нижния грань

или инфинум

семейства топологий M,

supM = minM+ – точняя верхняя грань

или супремум

семейства топологий M.

Из утверждения 1 и того, что семейства M− и M+ не пусты, вытекает, что
inf M и supM определены корректно и существуют.



Утверждение
1. inf M =

⋂︀
M.

2. Семейство
⋃︀

M является предбазой топологии supM. Если 𝒫𝒯 есть
предбаза топологии 𝒯 ∈ M, то 𝒫 =

⋃︀
𝒯 ∈M 𝒫𝒯 является предбазой

топологии supM.



Утверждение
1. minM существует если и только если inf M ∈ M. В этом случае

minM = inf M.

2. maxM существует если и только если supM ∈ M. В этом случае
maxM = supM.



Инициальные топологии

Пусть 𝑋 множество и {𝑋𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} семейство пространств.

Пусть 𝑓𝛼 : 𝑋 → 𝑋𝛼 есть отображения для 𝛼 ∈ 𝐴. Топология 𝒯𝐼 на 𝑋,
слабейшая среди всех топологий 𝒯 на 𝑋, относительно которых все
отображения 𝑓𝛼 : (𝑋, 𝒯 ) → 𝑋𝛼 непрерывны, называется инициальной
топологией на 𝑋 относительно семейства отображений {𝑓𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴}
множества 𝑋 в топологические пространства {𝑋𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴}.

Проверим корректность определения. Пусть M𝐼 есть семейство топологий 𝒯
на 𝑋, относительно которых все отображения 𝑓𝛼 : (𝑋, 𝒯 ) → 𝑋𝛼 непрерывны.
Тогда 𝒯𝐼 = minM𝐼 . Для корректности определения надо показать, что что
существует minM𝐼 . В силу утверждений 2 и 3, достаточно показать, что
inf M𝐼 =

⋂︀
M𝐼 ∈ M𝐼 .



Пусть 𝛼 ∈ 𝐴 и 𝑈 открытое подмножество 𝑋𝛼. Тогда 𝑓−1(𝑈) ∈ 𝒯 для любого
𝒯 ∈ M𝐼 . Следовательно 𝑓−1(𝑈) ∈

⋂︀
M𝐼 . Получаем, каждое 𝑓𝛼 непрерывно

относительно топологии
⋂︀

M𝐼 . Следовательно,
⋂︀

M𝐼 ∈ M𝐼 .

Инициальную топологию 𝒯𝐼 называют также топологией, порожденной
семейством отображений {𝑓𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴}.

Утверждение
Если на пространстве 𝑋 топология, порожденная семейством
отображений {𝑓𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴}, то каждое отображение 𝑓𝛼 непрерывно.



Утверждение
Пусть 𝒫𝛼 есть предбаза пространства 𝑋𝛼 для 𝛼 ∈ 𝐴. Тогда семейство
𝒫 = {𝑓−1

𝛼 (𝑈) : 𝛼 ∈ 𝐴, 𝑈 ∈ 𝒫𝛼} является предбазой инициальной топологией
𝒯𝐼 .

Утверждение
Пусть 𝒯 топология на 𝑋. Следующие условия эквивалентны.

1. 𝒯 есть инициальная топология 𝒯𝐼 .
2. Пусть 𝑌 топологическое пространство и 𝑓 : 𝑌 → (𝑋, 𝒯 ) отображение.

Следующие условия эквивалентны:
2.1 отображение 𝑓 непрерывно;
2.2 отображение 𝑓𝛼 ∘ 𝑓 непрерывно для каждого 𝛼 ∈ 𝐴.



Пусть 𝑌 топологическое пространство, 𝑍 ⊂ 𝑌 , 𝑓 : 𝑍 → 𝑌 тождественное
вложение. Инициальные топологии на 𝑍 относительно семейства отображений
{𝑓} совпадает с топологией на 𝑍 индуцируемой на 𝑍 из 𝑋.



Финальные топологии

Пусть 𝑔𝛼 : 𝑋𝛼 → 𝑋 есть отображения для 𝛼 ∈ 𝐴. Топология 𝒯𝐹 на 𝑋,
сильнейшая среди всех топологий 𝒯 на 𝑋, относительно которых все
отображения 𝑔𝛼 : 𝑋𝛼 → (𝑋, 𝒯 ) непрерывны, называется финальной
топологией на 𝑋 относительно семейства отображений {𝑔𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} в
множество 𝑋 из топологических пространств {𝑋𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴}.

Проверим корректность определения. Пусть M𝐹 есть семейство топологий 𝒯
на 𝑋, относительно которых все отображения 𝑔𝛼 : 𝑋𝛼 → (𝑋, 𝒯 ) непрерывны.
Для корректности определения надо показать, что что существует maxM𝐹 .

Утверждение

𝒯𝐹 = {𝑈 ⊂ 𝑋 : 𝑓−1
𝛼 (𝑈) открыто в 𝑋𝛼 для всех 𝛼 ∈ 𝐴}.



Утверждение
Пусть 𝒯 топология на 𝑋. Следующие условия эквивалентны.

1. 𝒯 есть финальная топология 𝒯𝐹 .
2. Пусть 𝑌 топологическое пространство и 𝑔 : (𝑋, 𝒯 ) → 𝑌 отображение.

Следующие условия эквивалентны:
2.1 отображение 𝑔 непрерывно;
2.2 отображение 𝑔 ∘ 𝑔𝛼 непрерывно для каждого 𝛼 ∈ 𝐴.



Сумма пространств

Пусть 𝑋𝛼 топологическое пространство для 𝛼 ∈ 𝐴 и семейство множеств
{𝑋𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} дизьюнктно. Положим 𝑋 =

⋃︀
𝛼∈𝐴 𝑋𝛼. Определим топологию 𝒯

на 𝑋: 𝑈 ∈ 𝒯 если 𝑈 ∩𝑋𝛼 открыто в 𝑋𝛼 для 𝛼 ∈ 𝐴. Топологическое
пространство (𝑋, 𝒯 ) называется суммой пространств и обозначается⨁︀

𝛼∈𝐴 𝑋𝛼. Если 𝐴 = {1, 2, ..., 𝑛}, то сумма также обозначается как
𝑋1 ⊕𝑋2 ⊕ ...⊕𝑋𝑛.

Если 𝑖𝛼 : 𝑋𝛼 → 𝑋 тождественные отображения для 𝛼 ∈ 𝐴, то топология
суммы на 𝑋 является финальной топологией относительно семейства
отображений {𝑖𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴}.

Каждое 𝑋𝛼 открыто замкнуто в 𝑋 и 𝑖𝛼 является топологическим вложением
𝑋𝛼 в 𝑋.



Утверждение
Пусть 𝑌 топологическое пространство. Отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌
непрерывно если и только если отображение 𝑓 |𝑋𝛼

непрерывно для каждого
𝛼 ∈ 𝐴.



Произведение пространств

Пусть 𝑋𝛼 топологическое пространство для 𝛼 ∈ 𝐴. Пусть

𝜋𝛼 : 𝑃 =
∏︁
𝛼∈𝐴

𝑋𝛼 → 𝑋𝛼, (𝑥𝛼)𝛼∈𝐴 ↦→ 𝑥𝛼

проекция произведения 𝑃 на сомножитель 𝑋𝛼.

Топологией произведения 𝒯𝑃 на произведении 𝑃 называется инициальная
топология на 𝑋 относительно семейства отображений {𝜋𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴}
произведения 𝑃 в топологические пространства {𝑋𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴}.

Произведение пространств
∏︀

𝛼∈𝐴 𝑋𝛼 будем рассматривать как
топологическое пространство с топологией произведения.



Утверждение
Проекции 𝜋𝛼 непрерывны на произведении

∏︀
𝛼∈𝐴 𝑋𝛼.

Утверждение
Пусть 𝒫𝛼 есть предбаза пространства 𝑋𝛼 для 𝛼 ∈ 𝐴. Тогда семейство
𝒫 = {𝜋−1

𝛼 (𝑈) : 𝛼 ∈ 𝐴, 𝑈 ∈ 𝒫𝛼} является предбазой топологии произведения∏︀
𝛼∈𝐴 𝑋𝛼.

Утверждение
Пусть ℬ𝛼 есть база пространства 𝑋𝛼 и 𝑋𝛼 ∈ ℬ𝛼 для 𝛼 ∈ 𝐴. Тогда
семейство

ℬ = {
∏︁
𝛼∈𝐴

𝑈𝛼 : 𝑈𝛼 ∈ ℬ𝛼 для 𝛼 ∈ 𝐴 и |{𝛼 ∈ 𝐴 : 𝑈𝛼 ̸= 𝑋𝛼}| < 𝜔}

является базой топологии произведения
∏︀

𝛼∈𝐴 𝑋𝛼.



Утверждение
Пусть 𝒯 топология на 𝑃 =

∏︀
𝛼∈𝐴 𝑋𝛼. Следующие условия эквивалентны.

1. 𝒯 есть топология произведения.
2. Пусть 𝑌 топологическое пространство и 𝑓 : 𝑌 → (𝑃, 𝒯 ) отображение.

Следующие условия эквивалентны:
2.1 отображение 𝑓 непрерывно;
2.2 отображение 𝜋𝛼 ∘ 𝑓 непрерывно для каждого 𝛼 ∈ 𝐴.



Утверждение
Пусть 𝑌 топологическое пространство и 𝑓 : 𝑌 →

∏︀
𝛼∈𝐴 𝑋𝛼 отображение.

Следующие условия эквивалентны:

1. отображение 𝑓 непрерывно;

2. отображение 𝜋𝛼 ∘ 𝑓 непрерывно для каждого 𝛼 ∈ 𝐴.



Пусть 𝑋 множество и 𝑓𝛼 : 𝑋 → 𝑋𝛼 есть отображения для 𝛼 ∈ 𝐴. Обозначим

△
𝛼∈𝐴

𝑓𝛼 : 𝑋 →
∏︁
𝛼∈𝐴

𝑋𝛼, 𝑥 ↦→ (𝑓𝛼(𝑥))𝛼∈𝐴.

Отображение △𝛼∈𝐴 𝑓𝛼 называется диагональным произведением семейства
отображений {𝑓𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴}.

Утверждение
Пусть 𝑋 топологическое пространство и 𝑓𝛼 : 𝑋 → 𝑋𝛼 есть непрерывные
отображения для 𝛼 ∈ 𝐴. Пусть

𝑓 = △
𝛼∈𝐴

𝑓𝛼 : 𝑋 →
∏︁
𝛼∈𝐴

𝑋𝛼

есть диагональное произведение. Тогда

1. 𝑓𝛼 = 𝜋𝛼 ∘ 𝑓 для каждого 𝛼 ∈ 𝐴;

2. 𝑓 непрерывно.



Утверждение
Пусть 𝑋 топологическое 𝑇0-пространство и 𝑓𝛼 : 𝑋 → 𝑋𝛼 есть
отображения для 𝛼 ∈ 𝐴. Следующие условия эквивалентны:

1. 𝑓 есть топологическое вложение 𝑋 в
∏︀

𝛼∈𝐴 𝑋𝛼;

2. топология 𝑋 порождается семейством отображений {𝑓𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴}.



Компактность произведения пространств

Theorem (теорема Тихонова)
Пусть 𝑋𝛼 компактное пространство для 𝛼 ∈ 𝐴. Тогда произведение∏︀

𝛼∈𝐴 𝑋𝛼 компактно.

Доказательство.
В силу теоремы ??, достаточно доказать, что любой ультрафильтр на
𝑃 =

∏︀
𝛼∈𝐴 𝑋𝛼 сходится к некоторой точке 𝑃 . Пусть 𝜉𝛼 = 𝜋𝛼(𝜉) для 𝛼 ∈ 𝐴. Из

утверждения ?? вытекает, что 𝜉𝛼 есть ультрафилитр на 𝑋𝛼. Так как 𝑋𝛼

компактно, то из теоремы ?? вытекает, что ультрафилитр 𝜉𝛼 сходится к
некоторой точке 𝑥𝛼 ∈ 𝑋𝛼.

Покажем, что ультрафилитр 𝜉 сходится к точке 𝑥 = (𝑥𝛼)𝛼∈𝐴. Из
утверждения 11 вытекает, что 𝒫 = {𝜋−1

𝛼 (𝑈) : 𝛼 ∈ 𝐴, 𝑈 открыто в 𝑋𝛼}
предбаза произведения 𝑃 . В силу предложения ??, достаточно показать, что
если 𝑥 ∈ 𝑊 ∈ 𝒫, то 𝑊 ∈ 𝜉. Пусть 𝑊 = 𝜋−1

𝛼 (𝑈), где 𝛼 ∈ 𝐴 и 𝑈 открыто в 𝑋𝛼.
Так как 𝑥 ∈ 𝑊 , то 𝑥𝛼 ∈ 𝑈 . Так как 𝜉𝛼 сходится к 𝑥𝛼, то 𝑈 ∈ 𝜉𝛼.
Следовательно 𝑊 = 𝜋−1

𝛼 (𝑈) ∈ 𝜉.



Метрические и метризуемые пространства

Две метрики 𝜌 и 𝑑 на множестве 𝑋 называются эквивалентными, если
топологии на 𝑋, порожденные на 𝜌 и 𝑑, совпадают. Для 𝑀 ⊂ 𝑋, обозначим

diam𝜌(𝑀) = sup{𝜌(𝑥, 𝑦) : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀}

– диаметр множества 𝑀 .

Предложение
Для метрики 𝜌 на множестве 𝑋 и 𝜀 > 0 существует эквивалентная
метрика 𝑑 на 𝑋, для которой diam𝑑(𝑋) ⩽ 𝜀.

Доказательство.
Положим 𝑑(𝑥, 𝑦) = min 𝜀, 𝜌(𝑥, 𝑦).



Предложение
Пусть (𝑋𝑛, 𝜌𝑛) метрические пространства и diam𝜌𝑛 (𝑋𝑛) ⩽ 1

𝑛
для 𝑛 ∈ N.

Пусть 𝑃 =
∏︀∞

𝑛=1 𝑋𝑛. Положим

𝜌(𝑥, 𝑦) = sup{𝜌(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) : 𝑛 ∈ N},

для 𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛 ∈ 𝑃 и 𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛 ∈ 𝑃 . Тогда 𝜌 метрика на 𝑃 и топология (𝑋, 𝜌)
совпадает с топологией произведения на 𝑃 .



Доказательство.
Проекции 𝜋𝑛 : (𝑃, 𝜌) → (𝑋𝑛, 𝜌𝑛) не увеличивают расстояние и поэтому
непрерывны. Следовательно, топология (𝑃, 𝜌) сильнее топологии
произведения. Базу в (𝑃, 𝜌) образуют множества вида 𝐵𝜌(𝑥, 𝜀) для 𝜀 > 0 и
𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛 ∈ 𝑃 .

Тогда

𝐵𝜌(𝑥, 𝜀) =
∞∏︁

𝑛=1

𝐵𝜌𝑛 (𝑥, 𝜀)

Так как 𝐵𝜌𝑛 (𝑥, 𝜀) = 𝑋𝑛 для 𝑛 > 1
𝜀
, то из утверждения 12 вытекает, что

𝐵𝜌(𝑥, 𝜀) открыто в топологии произведения.

Следовательно, (𝑃, 𝜌) слабее топологии произведения.



Theorem
Счетное произведение метризуемых пространств метризуемо.

Пространство [0, 1]N называется гильбертов куб или гильбертов кирпич.

Из теоремы 2 и теоремы 1 Тихонова вытекает следующее утверждение.

Предложение
Гильбертов куб [0, 1]N является метризуемым компактным
пространством.



Theorem (метризационная теорема Урысона)
Пусть 𝑋 пространство. Следующие условия эквивалентны.

1. 𝑋 метризуемое сепарабельное пространство.

2. 𝑋 вкладывается в гильбертов куб [0, 1]N.

3. 𝑋 является регулярным пространством со второй аксиомой
счетности.



Доказательство.
Импликация (1) ⇒ (3) вытекает из ...

Импликация (2) ⇒ (1) вытекает из ...

Докажем (3) ⇒ (2). Из теоремы ... вытекает, что 𝑋 нормальное пространство.
Пусть ℬ счетная база 𝑋. Положим 𝒟 = {(𝑈, 𝑉 ) ∈ ℬ × ℬ : 𝑉 ⊂ 𝑈}. Занумеруем
𝒟 = {(𝑈𝑛, 𝑉𝑛) : 𝑛 ∈ N}. Из леммы Урысона (теорема ...) вытекает, что
существует непрерывная функция 𝑓𝑛 : 𝑋 → [0, 1], так что 𝑓(𝑉 ) = {0} и
𝑓(𝑋 ∖ 𝑈𝑛) = {1}. Так как семейство {𝑓−1([0, 1)) : 𝑛 ∈ N} образует базу 𝑋, то
семейство функций {𝑓𝑛 : 𝑛 ∈ N} определяют топологию 𝑋. Из утверждения
16 вытекает, что диагональное произведение △∞

𝑛=1 𝑓𝑛 вкладывает 𝑋 в
гильбертов куб [0, 1]N.



Конец
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