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Универсальное накрытие

Пусть 𝑋 связное локально линейно связное пространство.
Накрытие 𝜋 : 𝑈 → 𝑋 назовем универсальным, если пространство
𝑈 односвязно.

Отметим, связное локально линейно связное пространство
линейно связно.

Theorem
Пусть 𝑋 связное локально линейно связное пространство,
𝑝 : 𝐸 → 𝑋 накрытие, 𝜋 : 𝑈 → 𝑋 универсальное накрытие,
пространство 𝐸 связно. Пусть 𝑥0 ∈ 𝑋, 𝑒0 ∈ 𝐸, 𝑢0 ∈ 𝑈 и
𝑥0 = 𝑝(𝑒0) = 𝜋(𝑢0). Существует единственное накрытие
𝜙 : 𝑈 → 𝐸, для которого 𝜋 = 𝑝 ∘ 𝜙.



Следствие
Если существует, универсальное накрытие единственно.

Theorem
Пусть 𝑋 связное локально односвязное пространство, то
универсальное накрытие 𝑋 существует.



Вычисление фундаментальной группы

Пусть 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 непрерывное отображение, 𝑥0 ∈ 𝑋, 𝑦0 = 𝑓(𝑥0).
Положим

𝑓* : 𝜋1(𝑋,𝑥0) → 𝜋1(𝑌, 𝑦0), [𝜙] ↦→ [𝜙 ∘ 𝑓 ].

Отображение 𝑓* является гомоморфизмом групп.



Пусть 𝑝 : 𝐸 → 𝑋 накрытие, 𝑒0 ∈ 𝐸0, 𝑥0 = 𝑝(𝑒0). Пространства 𝑋 и
𝐸 линейно связны.

Для [𝜙] ∈ 𝜋1(𝑋,𝑥0) путь 𝜙 однозначно поднимается до пути
𝜓 = 𝑝*(𝜙, 𝑒0), такого что 𝑒0 начало 𝜓.

Группа 𝜋1(𝑋,𝑥0) действует на множестве 𝑍 = 𝑝−1(𝑥0). Для
[𝜙] ∈ 𝜋1(𝑋,𝑥0) и 𝑧 ∈ 𝑍 положим

[𝜙]𝑧 = 𝑝*(𝜙, 𝑧)(1).

Соответствие
𝜋1(𝑋,𝑥0) → 𝑍, 𝛼 ↦→ 𝛼𝑒0

является сюрьекцией.



Способ вычисление фундаментальной группы

Пусть 𝜋 : 𝑈 → 𝑋 универсальное накрытие, 𝑢0 ∈ 𝑈 , 𝑥0 = 𝜋(𝑥0).

Группа 𝜋1(𝑋,𝑥0) транзитивно и эффективно действует на
множестве 𝑍 = 𝜋−1(𝑥0).

Соответствие
Ψ : 𝜋1(𝑋,𝑥0) → 𝑍, 𝛼 ↦→ 𝛼𝑢0

является биекцией.



Для 𝑧 ∈ 𝑍 возьмем путь 𝜓𝑧 в 𝑈 , для которого 𝜓𝑧(0) = 𝑒0 и
𝜓𝑧(1) = 𝑧.

Положим 𝜙𝑧 = 𝜋 ∘ 𝜓𝑧, [𝜙𝑧] ∈ 𝜋1(𝑋,𝑥0).

Определим перестановку

𝜎𝑧 : 𝑍 → 𝑍, 𝑥 ↦→ [𝜙𝑧]𝑥.

Операцию на 𝑍 можно ввести так: 𝑎𝑏 = 𝜎𝑎(𝑏). Группа 𝑍
изоморфна 𝜋1(𝑋,𝑥0), отображение Ψ является изоморфизмом.



Проективное пространство

Для 𝑛 > 1 𝑛-мерная сфера 𝑆𝑛 односвязно.

Определим 𝑅𝑃𝑛 проективное пространство как фактор
пространства 𝑆𝑛 по отношению эквивалентности 𝑥 ∼ −𝑥.

Фактор отображение 𝑖𝑛 : 𝑆𝑛 → 𝑅𝑃𝑛 является 2-х кратным
универсальным накрытием.

Следовательно, 𝜋1(𝑅𝑃𝑛, 𝑥0) изоморфно Z2. Единственным не
единичным элементом будет петля 𝑖𝑛 ∘ 𝜙, где 𝜙 путь в 𝑆𝑛, с
началом в 𝑥0 и в конце в −𝑥0.



Окружность

Будем считать, что 𝑆1 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| = 1}. Отображение

𝜋 : R → 𝑆1, 𝑥 ↦→ 𝑒2𝜋𝑖𝑥

является накрытием. Тогда 𝜋−1(1) = Z.

Для 𝑛 ∈ Z положим

𝜓𝑛 : I → R, 𝑡 ↦→ 𝑛𝑡.



Положим
𝜙𝑛 = 𝜋 ∘ 𝜓𝑛 : I → 𝑆1, 𝑡 ↦→ 𝑒2𝜋𝑖𝑛𝑡.

Тогда для 𝑚 ∈ Z

𝑝*(𝜙𝑛,𝑚) : I → R, 𝑡 ↦→ 𝑚+ 𝑛𝑡.



Получаем
𝜎𝑛 : Z → Z, 𝑚 ↦→ 𝑚+ 𝑛.

Следовательно, стандартные операции на Z задают операции на
𝜋1(𝑆1, 1). Изоморфизм:

Z → 𝜋1(𝑆1, 1), 𝑛 ↦→ 𝜙𝑛 : I → 𝑆1, 𝑡 ↦→ 𝑒2𝜋𝑖𝑛𝑡.
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