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÷ 1957 ÇÏÄÕ îÅÍÙÃËÉÊ × [1] ÄÏËÁÚÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ: ÅÓÌÉ ×
ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÉÌÉ × ÁÂÅÌÅ×ÏÊ Ó×ÑÚÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×Ï, ÔÏ ÏÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ É ×Ï ×ÓÅÊ ÇÒÕÐÐÅ. ôÁÍ ÖÅ ÂÙÌ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÏÐÒÏÓ:
ðÕÓÔØ G ÅÓÔØ Ó×ÑÚÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏË-

ÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÃÙ ÇÒÕÐÐÙ G ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï x3 � 1. ÷ÅÒ-
ÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï x3 � 1 ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ×Ï ×ÓÅÊ ÇÒÕÐÐÅ
G?
ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ É ÄÌÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á gx2 � x2g, ÇÄÅ g ÅÓÔØ

ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ. ðÌÁÔÏÎÏ× × [2] ÐÏÄ ÎÏÍÅÒÏÍ 2.48
ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ íÙ-
ÃÅÌØÓËÏÇÏ:
ðÕÓÔØ G ÅÓÔØ Ó×ÑÚÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, f ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ

ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, V | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ ÇÒÕÐÐÙ G. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÉÚ
fV � 1 ÓÌÅÄÕÅÔ fG � 1?
÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÄÁÅÔÓÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ ðÌÁ-

ÔÏÎÏ×Á, ÔÏÞÎÅÅ, ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ n > 1010 | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ó×ÑÚ-

ÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G É ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ V ÔÁËÉÅ,

ÞÔÏ

xnV � 1; xnG 6� 1:

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÏÌÁÇÁÅÍ ×ÅÚÄÅ n > 1010 | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

x1. íÅÔÒÉËÉ É ÓÖÉÍÁÀÝÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ

ÇÒÕÐÐÁÈ

ðÕÓÔØX |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ e 2 X. þÅÒÅÚ F (X; e)
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÎÁÄ X, × ËÏÔÏÒÏÊ e Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉ-
ÎÉÃÅÊ. ðÏÌÏÖÉÍ eX = X [ X�1. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k 2 N ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

jk : eXk ! F (X; e);

ËÏÔÏÒÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔ (x1; : : : ; xk) ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÓÌÏ×Ï x1 : : : xk. ðÕÓÔØ

Fk(X; e) = jk( eXk).
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ðÕÓÔØ ÎÁ X ÚÁÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ d (× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ × ÎÅ-
ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÅÅ ×ÉÄ ÂÕÄÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ Ñ×ÎÏ). åÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌ-
ÖÉÔØ ÄÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ � ÎÁ ×ÓÅÊ ÇÒÕÐÐÅ F (X; e) (ÓÍ., ÎÁ-

ÐÒÉÍÅÒ, [3]). ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÍÅÔÒÉËÕ d Ó X ÎÁ eX ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ: �d(x; y) = d(x; y), �d(x�1; y�1) = d(x; y), �d(x; y�1) = �d(x�1; y) =
= d(x; e) + d(e; y), ÇÄÅ x 2 X, y 2 X É �d ÅÓÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉËÉ
d. íÅÔÒÉËÕ � ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÏÒÍÙ N ÎÁ
ÇÒÕÐÐÅ: �(x; y) = N(xy�1).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ � 2 Sk ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �k, ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

Á) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i 2 f1; : : : ; kg �2(i) = i;
Â) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i, j ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 1 6 i < j 6 k, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÁ

ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ:
1) �(j) < i É �(j) < �(i) < j;
2) �(i) > j É i < �(j) < �(i);
3) i < �(j), �(i) < �(j) É �(i) < j;
4) �(j) = i.

ðÕÓÔØ x 2 F (X; e), x = x1 : : : xk, ÇÄÅ xi 2 eX, i = 1; : : : ; k. ÷×ÅÄÅÍ
ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ:

N(x) = N(x1 : : : xn) =
1

2
min

(
kX
i=1

�d(xi; x
�1
�(i)); � 2 �k

)
: (?)

÷ÅÒÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ìÅÍÍÁ 1.1. æÕÎËÃÉÑ N(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ

ÇÒÕÐÐÅ F (X; e), É ÍÅÔÒÉËÁ � ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �(x; y) = N(x; y�1), Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÍÅÔÒÉËÉ d Ó X ÎÁ F (X; e),
ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ �1 ÎÁ F (X; e)
ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �1 ÅÓÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉËÉ d, ÉÍÅÅÍ �1(x; y) 6
6 �(x; y) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x, y ÉÚ F (X; e).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. I) ðÕÓÔØ x 2 F (X; e), x = x1 : : : xk Æ x0, xi 2 eX
| ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÓÌÏ×Á x, Á x = y1 : : : yk+2m Æ y0, yj 2 eX, |
ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÓÌÏ×Á x, ÇÄÅ ÚÎÁË Æ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ N(x0) = N(y0). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÌÏ×Ï y0

ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÌÏ×Á x0 ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ×ÓÔÁ×ËÁÍÉ ×ÉÄÁ yy�1, y 2 eX.
÷ ÓÉÌÕ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �k+2m ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ � 2
2 �k+2m ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

N(y0) =
1

2

k+2mX
j=1

�d(yj; y
�1
�(j)):

ðÕÓÔØ m > 0. ôÏÇÄÁ × ÓÌÏ×Å y1 : : : yk+2m ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ i ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
yi = y�1i+1. ðÕÓÔØ z

0 = y1 : : : yi�1yi+2 : : : yk+2m. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÉ:
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1) �(i) = i + 1. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ N ÓÒÁÚÕ ÖÅ ×Ù-
ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ N(y0) = N(z0).

2) �(i) = j, j 6= i, j 6= i + 1. éÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ:
Á) �(i+ 1) = l 6= i + 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ �1 2 �k+2m

ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ �1(j) = l, �1(i) = i + 1, �1(r) = �(r), ÅÓÌÉ
r =2 fj; l; i; i+ 1g. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ:

N(y0)�
1

2

k+2mX
j=1

�d(yj; y
�1
�1(j)

) =

=
1

2
[ �d(yi; y

�1
j ) + �d(yi; y

�1
j ) + �d(yi+1; y

�1
l ) + �d(yl; y

�1
i+1)�

� �d(yl; y
�1
j )� �d(yj; y

�1
l )� �d(yi; y

�1
i+1)] =

= �d(yi; y
�1
j ) + �d(yl; y

�1
i+1)� �d(yl; y

�1
j ) =

= �d(yl; yi) + �d(yi; y
�1
j )� �d(yl; y

�1
j ) > 0:

úÎÁÞÉÔ, N(y0) = 1
2

k+2mP
j=1

�d(yj; y
�1
�(j)), É ×ÓÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕ-

ÞÁÀ 1).
Â) �(i + 1) = i + 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ �2 2 �k+2m

ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ �2(j) = j, �2(i) = i + 1, �2(r) = �(r), ÅÓÌÉ
r =2 fi; i+ 1; jg. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ:

N(y0)�
1

2

k+2mX
j=1

�d(yj; y
�1
�2(j)

) =

=
1

2
[ �d(yi; y

�1
j ) + �d(yj; y

�1
i ) + �d(yi+1; y

�1
i+1)�

� �d(yi; y
�1
i+1)� �d(yi+1; y

�1
i )� �d(yj; y

�1
j )] =

=
1

2
[ �d(yj; y

�1
i ) + �d(yi; y

�1
j ) + �d(yj; y

�1
j ) > 0:

äÁÌØÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ 2Á).
3) �(i+ 1) = j, j 6= i+ 1, j 6= i | ÓÌÕÞÁÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ÓÌÕÞÁÀ 2).
4) �(i) = i, �(i+1) = i+1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ �3 2 �k+2m

ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ �3(i) = i+1, �3(r) = �(r), ÅÓÌÉ r =2 fi; i+1g. ôÏÇÄÁ
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ

N(y0)�
1

2

k+2mX
j=1

�d(yj; y
�1
�3(j)

) > 0;

É ×ÓÅ ÏÐÑÔØ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ 2).

éÔÁË, ËÁËÏÊ ÂÙ ×ÉÄ ÎÉ ÉÍÅÌÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ � 2 �k+2m, ÐÏÓÌÅ
ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ yiyi+1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÏ×Ï z0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ N(y0) = N(z0).
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅm ÓÏËÒÁÝÅÎÉÊ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏN(y0) = N(x0).
éÔÁË, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ N(x) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÁÐÉÓÉ ÓÌÏ×Á x 2
2 F (X; e). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ N | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁ
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ÇÒÕÐÐÅ F (X; e). ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÏÒÍÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ×ÙÔÅ-
ËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×:

N(x) > N(gxg�1) > N(g�1(gxg�1)g) = N(x);

ÏÔËÕÄÁ N(x) = N(gxg�1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g 2 F (X; e).
II) ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ �1 | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÍÅ-

ÔÒÉËÉ d ÎÁ ÇÒÕÐÐÕ F (X; e). ïÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÎÏÒÍÕ N1:
�1(x; y) = N1(xy

1) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y 2 F (X; e). äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x 2
2 F (X; e) N1(x) 6 N(x). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ
ÄÌÉÎÅ ÓÌÏ×Á x.
ðÒÉ x 2 eX N1(x) = �1(x; e) = �d(x; e) = N(x).

ðÒÉ x; y 2 eX N1(xy
�1) = �1(x; y) 6 �1(x; e) + �1(e; y) = �d(x; e) +

+ �d(e; y) = �d(x; y) = N(xy�1).

ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x = x1 : : : xk, xi 2 eX, N1(x) 6 N(x).
äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÓÌÏ× ×ÉÄÁ x = x1 : : : xk+1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÔÏ ÖÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: N1(x) 6 N(x). ÷×ÉÄÕ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
�k+1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ � 2 �k+1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

N(x) =
1

2

k+1X
i=1

�d(yi; y
�1
�(i)):

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ:

Á) ðÕÓÔØ �(1) = l < k + 1. ôÏÇÄÁ

N(x) = N(x1 : : : xk+1) =

= N(x1 : : : xl) +N(xl+1 : : : xk+1) >

> N1(x1 : : : xl) +N1(xl+1 : : : xk+1) > N1(x):

Â) �(1) = k + 1. ôÁË ËÁË N , N1 | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÎÏÒÍÙ, ÔÏ

N1(x) = N1(x
�1
1 xx1) = N1(x2 : : : xk+1x1);

N(x) = N(x2 : : : xk+1x1);

É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ Á).

ìÅÍÍÁ 1.1 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

ìÅÍÍÁ 1.2. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h : X ! X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

Á) h(e) = e;
Â) h Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÖÉÍÁÀÝÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ

x; y 2 X ÉÍÅÅÍ d(h(x); h(y)) 6 d(x; y).

ôÏÇÄÁ h ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ~ : F (X; e)! F (X; e),
É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~ ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÖÉÍÁÀÝÉÍ. åÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ , 0 <  < 1, ÞÔÏ d(h(x); h(y)) =
= d(x; y), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x0; y0 2 F (X; e) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
�(~(x0); ~(y0)) = �(x0; y0).
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
~h : eX ! eX: ~h(x�1) = (h(x))�1, ÇÄÅ x 2 X. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÍ

~(x1 : : : xk) = ~h(x1) : : : ~h(xk):

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~h Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÖÉÍÁÀÝÉÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÍÅÔÒÉËÉ �d, Á ÅÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, d(h(x); h(y)) = d(x; y) ÄÌÑ x; y 2

2 X, ÔÏ É �d(~h(x); ~h(y)) =  �d(x; y) ÄÌÑ x; y 2 eX. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ~h
ÓÖÉÍÁÀÝÅÅ É ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (?) ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ N ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ
x 2 F (X; e) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

N(~(x)) 6 N(x) (N(~(x)) = N(x)):

ìÅÍÍÁ 1.2 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

ìÅÍÍÁ 1.3. îÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1] ××ÅÄÅÍ ÍÅÔÒÉËÕ d: d(x; y) = jx� yj.
ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y � [0; 1], ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÔÏÞËÕ 0,
É ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÖÉÍÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h� : Y ! [0; 1] ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
h�(0) = 0. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h� ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÓÖÉÍÁÀÝÅÇÏ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ h : [0; 1]! [0; 1].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ t 2 [0; 1]nY ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ h(t). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á
ÓÌÕÞÁÑ:

1) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ y1 2 Y , ÞÔÏ t 2 (t1; 1] É [t1; 1] \ Y = ?.
ôÏÇÄÁ h(t) = h�(t1).

2) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ t1; t2 2 Y , ÞÔÏ t 2 (t1; t2) É (t1; t2)\Y = ?.
ôÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÍ

h(t) = h�(t1)
t� t1
t1 � t2

+ h�(t2)
t� t1
t2 � t1

:

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÖÉ-
ÍÁÀÝÉÍ.
ìÅÍÍÁ 1.3 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

íÅÔÒÉËÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÍÅÔÒÉËÅ � ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1.1, ×ÐÅÒ×ÙÅ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÌÉÓØ çÒÁÅ×ÙÍ × ÒÁÂÏÔÅ [3]. ðÏÜÔÏÍÕ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÅÔÒÉËÕ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÎÏÒÍÏÊ N ÉÚ (?), ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÐÏ
çÒÁÅ×Õ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (?) ÐÏÌÕÞÅÎÁ ×ÐÅÒ×ÙÅ.

ìÅÍÍÁ 1.4. ðÕÓÔØ G | Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ e, X1 � G,
X2 � G, e 2 X1, e 2 X2 É X1 n feg, X2 n feg | ÂÁÚÉÓÙ × G.
îÁ X1 ÚÁÄÁÎÁ ÍÅÔÒÉËÁ d1, Á ÎÁ X2 | ÍÅÔÒÉËÁ d2. éÎ×ÁÒÉÁÎÔ-
ÎÙÅ ÍÅÔÒÉËÉ �1 É �2 ÅÓÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÐÏ çÒÁÅ×Õ ÍÅÔÒÉË d1 É
d2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. åÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÍÅÔÒÉË �2 ÎÁ X1 É �1 ÎÁ
X2 ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó d1 É d2, ÔÏ ÍÅÔÒÉËÉ �1 É �2
ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ × ÌÅÍÍÅ 1.1, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎ-
×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ �0 ÍÅÔÒÉËÉ d �0(x; y) 6 �(x; y), ÇÄÅ x; y 2
2 F (X; e), Á �(x; y) = N(xy�1).
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ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y 2 G �1(x; y) 6 �2(x; y) É
�2(x; y) 6 �1(x; y).
ìÅÍÍÁ 1.4 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

x2. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÃÙ

ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ Y � F (X; e) ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

[Y ]
1
=
[
fFk(X; e) \ Y

k ; k 2 Ng;

ÇÄÅ Fk(X; e) \ Y
k ÅÓÔØ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Fk(X; e)\Y × Fk(X; e),

ÐÒÉÞÅÍ ÎÁ Fk(X; e) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ jk : eXk ! Fk(X; e), Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F � Fk(X;E) ÚÁ-
ÍËÎÕÔÏ × Fk(X; e) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï J�1k (F )

ÚÁÍËÎÕÔÏ × eXk. ðÏ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [Y ]

�
É [Y ]

�

�
. íÎÏÖÅÓÔ×Ï [Y ]

1
ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ,

ÐÏÌÏÖÉÍ [Y ]
�

1
= Y . ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÏ× �0 < � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [Y ]

�

É [Y ]
�

�
ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÍ

[Y ]
�

�
=
[
f[Y ]

�0
; �0 < �g; [Y ]

�
] = [[Y ]

�

�
]
1
:

÷ ÒÁÂÏÔÅ [3] ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Y �
� F (X; e) ÚÁÍËÎÕÔÏ × ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐ-
ÐÙ F (X; e) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k 2 N

Fk(X; e) \ Y ÚÁÍËÎÕÔÏ × Fk(X; e).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Y ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y × ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Ó×Ï-
ÂÏÄÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÏÌÁÇÁÅÍ X = [0; 1]
Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ 0. þÅÒÅÚ !1 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÅÒ×ÙÊ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔ
ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ jf� : � < !1gj = @1.

ìÅÍÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ Y � F (X; e). ôÏÇÄÁ Y = [Y ]
�

!1
.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ [Y ]
1
� Y , Á ÚÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÁ � ÉÍÅÅÍ [Y ]
1
� Y É [Y ]

�

�
� Y . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, [Y ]

�

!1
� Y .

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Y n [Y ]
�

!1
6= ?. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ k 2 N ÔÁËÏÅ,

ÞÔÏ

[Y ]
�

!1
\ Fk(X; e)

k
n ([Y ]

�

!1
\ Fk(X; e)) 6= ?

(ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2.1). ðÕÓÔØ

x 2 [Y ]
�

!1
\ Fk(X; e)

k
n ([Y ]

�

!1
\ Fk(X; e)):

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Fk(X; e) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÐÁËÔ, ÔÁË ËÁË ÏÎÏ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ eXk. éÚ ÍÅ-
ÔÒÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Fk(X; e) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ
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ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � = fxi; i 2 Ng, ÞÔÏ

� � [Y ]
�

!1
\ Fk(X; e)

É � ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ x × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Fk(X; e). ôÁË ËÁË [Y ]
�

!1
=

=
S
f[Y ]

�
: �; !1g É � � [Y ]

�

!1
, ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i 2 N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÔÁËÏÅ �i < !, ÞÔÏ xi 2 [Y ]
�i
. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÁ !1 ÓÌÅ-

ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ � < !1, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i 2 N �i < �.
ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i 2 N x 2 [Y ]

�

�
. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ [�]

1

×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � � Z, � � F (X; e) É � ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ x ×
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Fk(X; e), ÔÏ x 2 [Z]

1
. ðÏÜÔÏÍÕ

x 2 [[Y ]
�

�
]
1
= [Y ]

�
:

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ x 2 [Y ]
�
� [Y ]

�

!1
. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

ìÅÍÍÁ 2.1 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

îÁ [0; 1] ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÅÔÒÉËÕ d: d(x; y) = jx � yj. ðÕÓÔØ c 2
2 (0;+1), ÔÏÇÄÁ Uc = fx 2 F (X; e); N(x) < cg,eHc = fxn; x 2 Ucg; Hc = gpf eHcg;

ÇÄÅ N ÉÚ (?).
ðÏÄÇÒÕÐÐÁ Hc ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, ÔÁË ËÁË Uc ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÊ.

ìÅÍÍÁ 2.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ~ : F (X; e) ! F (X; e),
Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÓÖÉÍÁÀÝÉÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÉ �, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ

ÎÏÒÍÏÊ N ÉÚ (?). ôÏÇÄÁ ~(Hc) � Hc.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ x 2 Hc. ôÏÇÄÁ x = xn1 : : : x
n
k , ÇÄÅ ÄÌÑ i 2

2 f1; : : : ; kg ÉÍÅÅÍ N(xi) < c. ôÁË ËÁË ~ ÅÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ
~(x) = (~(x1))

n : : : (~(xk))
n. îÏ ~ | ÓÖÉÍÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, É

ÄÌÑ i 2 f1; : : : ; kg N(~(xi)) 6 N(xi) < c. úÎÁÞÉÔ, É ~(x) 2 Hc.
ìÅÍÍÁ 2.2 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

ìÅÍÍÁ 2.3. åÓÌÉ 0 < c1 < c2 < +1, ÔÏ [Hc1]1 � Hc2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁ-
ËÉÅ k 2 N É y 2 Hc1 \ Fk(X; e)

k , ÞÔÏ y =2 Hc2. ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å eXk ÍÅÔÒÉËÕ l: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x = (x1; : : : ; xk) 2 eXk É x0 =

= (x01; : : : ; x
0

k) 2
eXk ÐÏÌÏÖÉÍ

l(x; x0) = maxf�d(xi; x
0

i) : i 2 f1; : : : ; kgg:

éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ y 2 Hc1 \ Fk(X; e)
k , ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞ-

ËÁ �y 2 j�1k (y) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ l(�y; j�1k (Fk(X; e) \ Hc1)) = 0. ðÕÓÔØ �y =

= (y1; : : : ; yk). ÷×ÅÄÅÍ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å eX ÆÕÎËÃÉÀ k�k: kxk = x,
x 2 X. ðÕÓÔØ  ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 0 <  < 1 É c1 <  < c2. ðÏÌÏÖÉÍ
R = fkyik; i = 1; : : : ; kg [ f0g, � = minfd(a; b); a 6= b; a; b 2 Rg, " =
= (1� ) ��=2. ôÁË ËÁË l(�y; j�1k (Fk(X; e)\Hc1)) = 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
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�z 2 j�1k (Fk(X; e) \Hc1) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ l(�y; �z) < ". ðÕÓÔØ �z = (z1; : : : ; zk).
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Y = f0g [ fkzik; i = 1; : : : ; kg. úÁÄÁÄÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
h� : Y ! X = [0; 1]. äÌÑ a 2 Y ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ h�(a): ÅÓÌÉ a = 0, ÔÏ
h�(a) = 0, ÅÓÌÉ a 6= 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ i 2 f1; : : : ; kg ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
a = kzik. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÍ

h�(a) = kyik:

úÁ ÓÞÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÙÂÏÒÁ " É ÔÏÞËÉ �z ÆÕÎËÃÉÑ h� ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÖÉÍÁÀÝÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. äÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÍ

d(h�(kzik); h
�(kzjk)) = d(kyik; kyjk) = d(kyik; kyjk):

îÏ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

d(kyik; kyjk) 6 [d(kyik; kzik) + d(kzik; kzjk) + d(kzjk; kyjk)] 6

6 �d(yi; zi) + �d(yj; zj) + d(kzik; kzjk) 6

6 2"+ d(kzik; kzjk) 6

6 (1� )d(kyik; kyjk) + d(kzik; kzjk);

ÏÔËÕÄÁ

d(kyik; kyjk) 6 d(kzik; kzjk)

É

d(h�(kzik); h
�(kzjk)) 6 d(kzik; kzjk);

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 1.3 ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ h� ÄÏ ÓÖÉÍÁÀÝÅÇÏ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ h : [0; 1] ! [0; 1]. ôÁË ËÁË h(0) = 0, ÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1.2
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÓÖÉÍÁÀÝÅÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ
~. ðÕÓÔØ h ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ: h : [0; 1] ! [0; 1], h(t) = t. ïÞÅ-
×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ d(h(a); h(b)) = d(a; b) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b 2 X. ðÏ ÌÅÍ-
ÍÅ 1.2 h ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ~ , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÌÉ
a; b 2 F (X; e), ÔÏ �(~(a); ~(b)) = �(a; b). éÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ ~(jk(�z)) = ~(jk(�y)) = ~(y). ðÏÌÏÖÉÍ jk(�z) = z. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅ-
ÎÉÀ �z 2 j�1k (Fk(X; e)\Hc1), É ÐÏÜÔÏÍÕ z 2 Hc1. îÏ ~| ÓÖÉÍÁÀÝÉÊ
ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ~(z) 2 Hc1. éÔÁË,
ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ~(y) 2 Hc1. õÞÉÔÙ×ÁÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ x 2 F (X; e)
N(h(x)) = N(x), ÉÍÅÅÍ: y 2 Hc1= . îÏ c1= < c2, Á ÄÌÑ c0 < c2
Hc0 � Hc2, ÏÔËÕÄÁ y 2 Hc1= � Hc2. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.
ìÅÍÍÁ 2.3 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

ìÅÍÍÁ 2.4. åÓÌÉ 0 < c1 < c2 < +1, ÔÏ Hc1 � Hc2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ × ÌÅÍÍÅ 2.1, Hc1 = [Hc1]
�

!1
. ôÁË

ËÁË [Hc1]
�

!1
=
S
f[Hc1]�; � < !1g, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ � < !1 ÉÍÅÅÍ [Hc1]� � Hc2. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÄÏËÁÖÅÍ ÐÏ ÔÒÁÎÓ-

ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 2.3 [Hc1]1 � Hc2. ðÕÓÔØ ÄÌÑ �
0 < � É

ÄÌÑ 0 < c01 < c02 < +1 ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ [Hc0
1
]
�0
� Hc0

2
. ðÕÓÔØ c = c1+c2

2
.
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ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÉÍÅÅÍ ÄÌÑ �0 < �: [Hc1 ]�0
� Hc. ôÁË

ËÁË
[Hc1]

�

�
=
[
f[Hc1]�0

: �0 < �g;

ÔÏ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ [Hc1]
�

�
� Hc. ôÏÇÄÁ ÐÏ

ÌÅÍÍÅ 2.3:
[Hc1]� = [[Hc1 ]

�

�
]
1
� [Hc]1 � Hc2 :

ìÅÍÍÁ 2.4 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

x3. ðÅÒÅÈÏÄ Ë ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÇÒÕÐÐÁÍ

ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ G = hf1; : : : ; fmi, e | ÅÄÉÎÉÃÁ × G. îÁ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Å X = fe; f1; : : : ; fmg ÚÁÄÁÔØ ÍÅÔÒÉËÕ d:

d0(ei; ej) = 2 ÐÒÉ i 6= j; d0(ei; ei) = 0; d0(ei; e) = 1

É ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÍÅÔÒÉËÕ d0 ÄÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ �0 ÐÏ çÒÁÅ×Õ,
ÔÏ �0 ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó �, ÇÄÅ � ÅÓÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÐÏ çÒÁÅ×Õ ÍÅÔÒÉËÉ

d.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ fi = e1 : : : ei. åÓÌÉ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ
ÆÏÒÍÕÌÏÊ (?) ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1.1, ÔÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ
�0, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÎÁ X, É �, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÎÁ X 0, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó d É d0. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ 1.4.
ìÅÍÍÁ 3.1 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

ìÅÍÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ G = he1; : : : ; emi, e | ÅÄÉÎÉÃÁ × G. îÁ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Å X = fe; e1; : : : ; emg ÚÁÄÁÎÁ ÍÅÔÒÉËÁ d: d(e; ei) = 1, d(ei; ei) =
= 0, d(ei; ej) = 2, i 6= j. ðÕÓÔØ � | ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉËÉ d ÐÏ

çÒÁÅ×Õ, N | ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (?), eX = X [X�1. ðÏÌÏÖÉÍ

U = fgag�1; g 2 G; a 2 eXg; V = fx 2 G;N(x) < mg:

ôÏÇÄÁ Um�1 = V , ÇÄÅ Um�1 = fx : x = u1 : : : um�1; ui 2 Ug.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ x 2 Um�1. ôÏÇÄÁ x = a1 : : : am�1, ÇÄÅ ai 2
2 U . éÚ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÙ N ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ N(ai) 6 1. ôÁË ËÁË
N | ÎÏÒÍÁ ÎÁ G, ÔÏ

N(x) 6
m�1X
i=1

N(ai) 6 m� 1:

éÔÁË, Um�1 � V .
äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ V � Um�1. íÅÔÒÉËÁ d ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÅÔÒÉËÉ

�d ÎÁ eX: �d(a; b) = 2, ÅÓÌÉ a; b 2 eX n feg É a 6= b; �d(a; e) = �d(e; a) = 1,

a 2 eX n feg; �d(a; a) = 0, a 2 eX. ðÕÓÔØ y 2 V , y = y1 : : : yn, yi 2 eX.
ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (?)

N(y) =
1

2
min

n nX
i=1

�d(yi; y
�1
�(i)); � 2 �n

o
:
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ôÁË ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �n ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � 2 �n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

N(y) = 1
2

nP
i=1

�d(yi; y
�1
�(i)). ðÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ � 2 �n ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁ-

ÎÏ×ËÕ � 2 �n. äÌÑ i 2 f1; : : : ; ng ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ �(i):

ÅÓÌÉ �d(yi; y
�1
�(i)) 6= 0, ÔÏ �(i) = i;

ÅÓÌÉ �d(yi; y
�1
�(i)) = 0, ÔÏ �(i) = �(i).

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ � 2 �n É

N(y) =
1

2

nX
i=1

�d(yi; y
�1
�(i)) =

1

2

nX
i=1

�d(yi; y
�1
�(i)):

ðÏÌÏÖÉÍ Y = fi 2 f1; : : : ; ng; �d(yi; y
�1
�(i)) 6= 0g. éÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ i 2 Y, ÔÏ �(i) = i. ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ N(y) =
= jYj. ôÁË ËÁË y 2 V , ÔÏ N(y) < m É jYj 6 m � 1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ y
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ: y = �0a1�1a2 : : : aN(y)�N(y), ÇÄÅ aj | i-Ê ÞÌÅÎ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á fyi; i 2 Yg, Á �0 : : : �N(y) = e. ôÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ y
ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

y = g1a1g
0

1 : : : gN(y)aN(y)g
�1
N(y); a1 2 eX; gi 2 G;

Ô.Å. giaig
�1
i 2 U É y 2 UN(y) � Um�1.

ìÅÍÍÁ 3.2 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

ìÅÍÍÁ 3.3. ðÕÓÔØ X = [0; 1] É e = 0. ðÕÓÔØ Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁ-

ÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ [0; 1]. çÒÕÐÐÁ F (Q; e) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ

×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × F (X; e). íÅÔÒÉËÉ d, �d, � É ÎÏÒÍÕ N ×ÏÚØÍÅÍ ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÍÅÔÒÉËÕ d ÔÁË ÖÅ ËÁË ÎÁ Ó. 7 ÐÅÒÅÄ ÌÅÍÍÏÊ 2.2,

Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ËÁË ÎÁ Ó. 2 × ÎÁÞÁÌÅ x1. ðÕÓÔØ 0 < c < +1. ôÏÇÄÁ

ÅÓÌÉ x 2 Hc \ F (Q; e), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ q1; : : : ; qk 2 F (Q; e),
ÞÔÏ x = qn1 : : : q

n
k É N(qi) < c.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÁË ËÁË x 2 Hc, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ x1; : : : ; xn 2
2 F (X; e), ÞÔÏ x = x1 : : : xn É N(xi) < c. úÁÍÅÎÉÍ ×ÓÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ × ÓÌÏ×ÁÈ x1; : : : ; xn ÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ
ÎÉÈ ÂÕÄÅÍ ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ ÚÁÍÅÎÑÔØ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. éÔÁË,
ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ x � xn1 (u1; : : : ul) : : : x

n
k(u1; : : : ; ul), ÇÄÅ x | ÐÏ-

ÓÔÏÑÎÎÏÅ, Á x1, . . . , xk ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ u1,. . . , ul. óÔÁÒÙÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ x1(u1; : : : ; ul), . . . , xk(u1; : : : ; ul) ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÎÁ
ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÂÏÒÅ u01, . . . , u

0
l . éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (?) ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ

u01, . . . , u
0
l ÍÏÖÎÏ �ÐÏÛÅ×ÅÌÉÔØ� ÄÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ u

0

1, . . . , u
0

l

ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ i 2 f1; : : : ; ng ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

N(xi(u
0

1; : : : ; u
0

l)) < c:

ðÏÌÏÖÉÍ qi = xi(u
0

1; : : : ; u
0

l).
ìÅÍÍÁ 3.3 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

ìÅÍÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ:

á. üÌÅÍÅÎÔ (1)n ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ H1, ÇÄÅ H1 = Hc ÐÒÉ c = 1.
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â. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ m 2 N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ × G = hf1; : : : ; fmi Ó ÉÎ-

×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ � ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3.1 fnm = an1 : : : a
n
k , ÇÄÅ

Nm(ai) < m (ÎÏÒÍÁ Nm ÎÁ G ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÐÏ

çÒÁÅ×Õ ÍÅÔÒÉËÉ �).

ôÏÇÄÁ ÉÚ á ÓÌÅÄÕÅÔ â.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ (1)n 2 H1. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3.3 (1)n =
= qn1 : : : q

n
k , ÇÄÅ qi 2 F (Q; e) É N(qi) < c = 1. ôÁË ËÁË qi 2 F (Q; e),

ÔÏ qi = qi1 : : : qiei, ÇÄÅ qij 2 eQ = Q [ Q�1. íÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ
qij =

�pij
m

�"ij , ÇÄÅ pij 2 N , Á "ij = �1. ðÕÓÔØ

Xm =
n
0;

1

m
; : : : ;

m

m

o
:

çÒÕÐÐÁ F (Xm; e) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÇÒÕÐÐÕ
F (X; e), É ÎÁ ÎÅÊ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÇÒÕÐÐÙ F (X; e).
ðÕÓÔØ ' : Xm ! fe; f1; : : : ; fmg, '

�
k
m

�
= fk, '(0) = e. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

' Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ × m ÒÁÚ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍ �' ÔÏÖÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÒÏ×ÎÏ × m ÒÁÚ. úÎÁÞÉÔ, ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï U1 \ F (Xm; e) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï fx 2 G;Nm(x) < mg.
ôÏÇÄÁ �'((1)n) = fnm É fnm = �'n(q1) : : : �'

n(qk), ÇÄÅ Nm( �'(qi)) < m.
ìÅÍÍÁ 3.4 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ G0 = he1; : : : ; emi. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ

Hm = gpfxn; x 2 V = Um�1g × G:

ìÅÍÍÁ 3.5. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ â ÌÅÍÍÙ 3.4 ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÅ

� ÷. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ m 2 N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ (e1; : : : ; em)
n 2 Hm.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÌÅÍÍÅ 3.4 Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÌÅÍÍ 3.1
É 3.2. �

ðÕÓÔØ B(m;n) = he1; : : : ; em j cn1 = 1; : : : ; cn2 = 1; : : : i | Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ
ÂÅÒÎÓÁÊÄÏ×Á ÇÒÕÐÐÁ, ÇÄÅ ci ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × [4].

ìÅÍÍÁ 3.6. óÉÓÔÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ fcig
1

i=1, ÕÄÏ×ÌÅ-

Ô×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÒÁÂÏÔÙ [4], ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i0 ci0 Æ e1 : : : em.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ × ÓÔÁÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ fcig
1

i=1 k 2 N ÔÁËÏ×Ï,
ÞÔÏ jckj < m, ck+1 > m. ðÏÌÏÖÉÍ c0i = ci, i 6 k, c0k+1 = e1 : : : em É
i0 = k + 1. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ c0i+0 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÒÁÂÏÔÙ [4],
Ô.Å. ÞÔÏ ci0 ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË × ÒÁÎÇÅ k (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÍ.
× [4]) É ci0 | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏ ÄÌÉÎÅ ÓÌÏ×Ï Ó ÔÁËÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ.

íÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔØ ci0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×ÙÂÏÒÁ k. ðÕÓÔØ cli0
k
= 1. ôÏÇÄÁ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÒÁÎÇÁ k Ó ÍÅÔËÏÊ ËÏÎÔÕÒÁ,
ÒÁ×ÎÏÊ cli0 . ðÏ ÌÅÍÍÅ 5.5 ÉÚ [4] ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ i 6 k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ cn1i Æ

X1c
n2
i0
X2, ÇÄÅ n1 >

n
6
, n2 > 0, X1 É X2 | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÅÃ É ÎÁ-

ÞÁÌÏ ÓÌÏ×Á ci0 . éÓÐÏÌØÚÕÑ jX1c
n2
i0
X2j < jcij + jci0 j, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ci0
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ÓÏÄÅÒÖÉÔ cn3i , n3 >
n
12
. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ci 2 hci0i. ðÒÏ-

ÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.
ìÅÍÍÁ 3.6 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ G | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï
g 2 G V -ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ X × G, ÅÓÌÉ

gG = g1a1g
�1
1 : : : gm�1am�1g

�1
m�1;

ÇÄÅ gi 2 G, ai 2 X [X�1[feg, X | ÂÁÚÉÓ × G. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÏ×Ï g
V -ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ × Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ G = he1; : : : ; emi ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ g 2 V .

ìÅÍÍÁ 3.7. (e1 : : : em)
n =2 Hm ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m 2 N .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ m = 1 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ
m > 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏ×Õ ÇÒÕÐÐÕ

B(m;n) = he1; : : : ; em j cn1 = 1; cn2 = 1; : : : i;

ÇÄÅ ÓÉÓÔÅÍÁ fcig
1

i=1 ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × ÌÅÍÍÅ 3.6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ N = I1 [ I2, I1 \ I2 = ?, ÔÁË ÞÔÏ i 2 I1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ k 2 N , 0 < k < n, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ cki / V -
ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ × ÇÒÕÐÐÅ B(m;n).
äÏËÁÖÅÍ ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, ÞÔÏ i0 =2 I1.
ðÕÓÔØ i0 2 I1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fei(X) ÓÕÍÍÕ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÐÒÉ

ei × ÚÁÐÉÓÉ ÓÌÏ×Á X, i = 1; : : : ; m. íÙ ÄÏÐÕÓÔÉÌÉ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
0 < k < n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

cki0 = g1a1g
�1
1 : : : gm�1am�1g

�1
m�1 × B(m;n);

ÇÄÅ gi 2 B(m;n), ai 2 fe1; : : : ; em; e; e
�1
m ; : : : ; e�11 g.

ðÕÓÔØ G0 = he1; : : : ; emi. ôÏÇÄÁ

cki0 = g1a1g
�1
1 : : : gm�1am�1g

�1
m�1X1c

�n
l1
X�1

1 : : :Xjc
�n
lj
X�1

j × G0;

É ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i

k = fei(c
k
i0) =

= fei(g1a1g
�1
1 : : : gm�1am�1g

�1
m�1X1c

�n
l1
X�1

1 : : :Xjc
�n
lj
X�1

j ) =

= fei(a1 : : : am�1) + ki � n:

îÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 1 6 i 6 m ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ fei(a1 : : : am�1) =
= 0. ôÏÇÄÁ k � 0 (mod n). ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. éÔÁË, i0 2 I2.
ëÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [5], ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ

A(m;n) ÇÒÕÐÐÙ B[m;n] ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

A(m;n)=hcn1 ; c
n
2 ; : : : i = B(m;n); Z(A(m;n)) = hcn1 i � hcn2 i � : : :

É ÓÉÓÔÅÍÁ fcni g
1

i=1 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ Z(A(m;n)) ËÁË Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ
ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕÐÐÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ A1 = A(m;n)=hcni ; i 2 I1i. ÷
ÎÅÊ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ [5], cnii = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i 2 I2.
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úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ b 2 Um�1 × G0, ÔÏ b V -ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ × G0. ôÏÇÄÁ
b V -ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ É × B(m;n), Ô.Å. b = XcliX

�1 × B(m;n), ÇÄÅ i 2 I1,
jlj < n (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × B(m;n) ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ÓÏÐÒÑÖÅ-
ÎÏ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎØÀ ck ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k 2 N ÐÏ ÌÅÍÍÅ 4.6 ÉÚ [4] É ÉÚ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I1). ôÏÇÄÁ

b = XcliX
�1Y1c

�n
i1
Y �1
1 : : : Ykc

�n
ik
Y �1
k × G0:

îÏ ÔÏÇÄÁ b = XcliX
�1zb × A(m;n), ÇÄÅ zb 2 Z(A(m;n)), É ÍÙ ÉÍÅÅÍ

bn = Xclni X
�1znb × A(m;n) É bn = 1 × ÇÒÕÐÐÅ A1:

úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ b 2 Hm, ÔÏ b
A1= 1. îÏ ÉÚ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ

fcni g
1

i=1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ c
n
i0

A1= 1. úÎÁÞÉÔ, cni0 =2 Hm ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m 2 N .
ìÅÍÍÁ 3.7 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

ìÅÍÍÁ 3.8. üÌÅÍÅÎÔ (1)n ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × H1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍ 3.4, 3.5
É 3.7. �

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ X = [0; 1], e = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
H1=2 É ÐÏÌÏÖÉÍ B = F (X; e)=H1=2. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ
F (X; e) × B ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ  (×ÚÑÔÉÅ ÆÁËÔÏÒÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏ, ÔÁË
ËÁË H1=2 ÎÏÒÍÁÌØÎÁ × F (X; e), Á ÚÎÁÞÉÔ, É H1=2 ÎÏÒÍÁÌØÎÁ). çÒÕÐ-
ÐÁ B ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ-ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. ôÏÇÄÁ  Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï  (U1=2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÅÄÉÎÉ-

ÃÙ × ÇÒÕÐÐÅ B. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x 2 U1=2 ÉÍÅÅÍ xn 2 H1=2, É ÐÏÜÔÏÍÕ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g 2  (U1=2) gn = e. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.8 (1)n =2 H1. ðÒÅÄÐÏÌÏ-

ÖÉÍ, ÞÔÏ  (1)n = 1. ôÏÇÄÁ (1)n 2 H1=2. ðÏ ÌÅÍÍÅ 2.4 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

(1)n 2 H1=2 � H1. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ, (1)
n 6= e × B.

çÒÕÐÐÁB Ó×ÑÚÎÁ ËÁË ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÏÂÒÁÚ Ó×ÑÚÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ F (X; e).
ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �
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