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Лекция 4. Игра Банаха-Мазура, III

Theorem 1.1.

Пусть 𝛾n есть открытое семейство открытых множеств,⋃︀
n
𝛾n = X для n ∈ 𝜔. Если BM(X ,M) 𝛼-благоприятна, то

существует открытое непустое U ⊂ X и дизььюнктное

семейство 𝜇n открытых множеств для n ∈ 𝜔 так что

выполняются условия

1

⋃︀
n
𝜇n = U;

2 𝜇n+1 вписано в 𝛾n;

3 𝜇n+1 вписано в 𝜇n;

4 если Un ∈ 𝜇n и Un+1 ⊂ Un для n ∈ 𝜔, то X ∩
⋂︀

n
Un ̸= ∅;



Пусть s выигрышная стратегия 𝛼. Положим U = s(∅).
Построим последовательность семейств открытых множеств

𝜇0,B0, 𝜇1,B1, ...

Так что



1 𝜇0 = {U};
2 𝜇n дизьюнктные семейства;

3

⋃︀
𝜇n =

⋃︀
Bn = U;

4 𝜇n+1 вписано в 𝛾n;
5 Bn вписанно в 𝜇n, 𝜇n+1 вписанно в Bn: заданы

отображения 𝜙n : 𝜇n → Bn−1, 𝜓n : Bn → 𝜇n таким
образом, что

(a) если Un ∈ 𝜇n, то Un ⊂ 𝜙n(Un) ∈ Bn−1;
(b) если Vn ∈ Bn, то Vn ⊂ 𝜓n(Vn) ∈ 𝜇n.

6 пусть

(a) An = {(U0,V0,U1, ...,Vn−1,Un) : Ui ∈ 𝜇i для i ≤ n, Vi ∈ Bi

для i < n, 𝜙i (Ui ) = Vi−1 для 0 < i ≤ n, 𝜓i (Vi ) = Ui для
i < n } =
{(U0,V0,U1, ...,Vn−1,Un) : (U0,V0,U1, ...,Vn−1) ∈ Bn−1 и
𝜙n(Un) = Vn−1 };

(b) Bn = {(U0,V0,U1, ...,Vn−1,Un,Vn) :
(U0,V0,U1, ...,Vn−1,Un) ∈ An и 𝜓n(Vn) = Un };

Тогда s(U0,V0,U1, ...,Vn−1) = Un для

(U0,V0,U1, ...,Vn−1,Un) ∈ An.



Доказательство.

Пусть 𝜏*(V ) — все непустые открытые подмножества V ⊂ X .

Индукцией по n. Положим 𝜇0 = {U}. Пусть n > 0. Положим

B′ =
⋃︀
{𝜏*(W ) : W ∈ 𝛾n}. Для Un−1 ∈ 𝜇n−1 положим Положим

𝜇 = {s(U0,V0, ...,Un−1,V ) : ((U0,V0, ...,Un−1) ∈ An−1,V ∈ B′,V ⊂ Un−1}.

𝜇 — 𝜋-база U. Пусть 𝜇n ⊂ A дизьюнктное семейство и⋃︀
𝜇n = U.
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