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Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к СССР 
1975. Том 222, № 5 

УДК 513.83 МАТЕМАТИКА 

В. И. МАЛЫХИН 

О РАЗЛОЖИМОСТИ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ДВУХ ПРОСТРАНСТВ 
И ОДНОЙ ЗАДАЧЕ KATETOBA 

(Представлено академиком П. С. Александровым 16 I 1975) 

В 1947 г. М. Катетов поставил (см. (*)) следующую задачу: существу
ет ли топологическое пространство * без изолированных точек, на котором 
всякая вещественная функция непрерывна в какой-нибудь точке? **. За
дача привлекает простотой и неожиданностью формулировки. Конечно, 
для очень широкого класса пространств весьма просто указать веществен
ную функцию, которая всюду разрывна. Например, если пространство со
держит два дизъюнктных плотных множества А и J5, то, положив f(x)=l 
на А и f(x) = 0 на В и определив / как угодно в остальных точках, получим 
всюду разрывную функцию. Разложимыми пространствами (т. е. содержа
щими два дизъюнктных плотных множества) являются, например, все 
/с-пространства (Н. В. Величко). Однако и среди неразложимых прост
ранств тоже очень много весьма «хороших» пространств. Например, не
разложимым может быть счетное регулярное пространство (*). Неразло
жимые, а также максимальные и близкие к ним пространства обладают ря
дом причудливых свойств (см., например, (\ 2 " 4 ) ) , что привлекает к ним 
внимание топологов. 

Одним из центральных нерешенных вопросов, связанных с разложимо
стью пространств, является вопрос о разложимости произведения двух 
пространств. В работе устанавливается тесная связь данного вопроса с за
дачей М. Катетова. Основным результатом работы является указание мо
дели М теории множеств ZFC, в которой задача М. Катетова решается 
отрицательно, а произведение двух пространств всегда разложимо. Заме
чательным свойством модели М является то, что в ней всякое топологи
ческое пространство (напоминаем, что рассматриваются только бесконеч
ные плотные в себе пространства) разлагается в счетную сумму своих под
пространств с пустой внутренностью. 

1. О максимальных, 37, разложимых и неразложимых пространствах, 
их свойствах и строении см. (\ 2 ~ 4 ) . 

Кардиналы обозначаются буквами ттг, тг, к и отождествляются с началь
ными ординалами той же мощности. Через т+ обозначается последующий 
кардинал, через т~ — предыдущий (в таком случае он существует). Орди
налы обозначаются буквами а, р, у, 8 , а также т, п, к и т. д. Знак 2 обо
значает дизъюнктную сумму. 

Пусть (X, т), (У, JLI) — топологические пространства. Положим по оп
ределению: 

1) (X, т ) е Т ^ всякая вещественная функция на X непрерывна в ка
кой-нибудь точке. 

2) (X, т ) ^ П В И ^ семейство всех подпространств с пустой внутренно
стью есть а-идеал. 

3) ((X, т), (У, jLi))eHep^произведение пространств Х и У неразло
жимо. 

* Все пространства в дальнейшем предполагаются бесконечными и плотными 
в себе. 

** В оригинале требуется хаусдорфовость такого пространства, но в плане данной 
работы это несущественно. 
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4) (X, т) ^SIB++ (X, г) есть 57-цространство, полное по Бэру. 
5) (X, т ) е П В ( т ) ^ X = U { X a : а<т} и I n t X a = A при всяком а<т. 

Если 7 т г = Х 0 , то положим П В ( К 0 ) = П В . 
2. Л е м м а 1. П В № = Л . 
Действительно, пусть (X, т)еШВ, т. е. X=U{X n : /г<со0} и для всякого 

/г<о)о множество Хп имеет пустую внутренность. Определим веществен
ную функцию / на X правилом: 

1 
f(x) = —+-*яе=Х п . п 

Легко видеть, что / — всюду разрывная функция, тем самым (X, т) ФЖ. 
Л е м м а 2. Если (X, т) ^ПВ, то существует V^x такое, что (V, x/V) ^ 

еПВИ *. 
Действительно, иначе существует система 3) открытых в X множеств 

такая, что W^2)-+ (W, т / И О е П В и Ш плотно в X. Но тогда (X, т) ^ПВ. 
Противоречие. 

Л е м м а 3 (А. Г. Елькин). Если (X, т) — максимальное пространство, 
(X, т )£ПВ, то (X, Т)ЕЖ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / — произвольная функция из пространст
ва (X, т) во множество действительных чисел; ее можно считать ограни
ченной. Тогда / в каждой точке х имеет предел; обозначим этот предел че
рез ф(#). Рассмотрим множество Ап={х: \f(x)— ц(х) \ >1/п}. Если функ
ция/всюду разрывна, то V{An: п<(й0}=Х. Так как (X, т)^ПВ, то сущест
вует п0, для которого 1п1Ащ¥=А. Пусть z^lntAno. Так как фОг) = lim /(г/), 

то существует такая окрестность V точки z, что |ф(z) —/(г/) |<1/(4гс 0) для 
всякой точки y<^V. Следовательно, для всяких двух точек уи у2 из V будет 
\f(yt)—f(y2) |<1/(2тг 0), что противоречит определению множества 4 ^ . 

Т е о р е м а 1. Справедливы следующие импликации: 

Ие$¥=А-+Ж¥=А ч - > ПВИ^Л ++• 31ВФА. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Докажем сначала эквивалентность Ж=£А++ 
^ П В И ^ Л . Пусть (X, %)*=Ж. Тогда (X, т )^ПВ по лемме 1. Значит (по 
лемме 2) существует V^x такое, что (V, т / 7 ) ^ П В И . Тем самым ПВИ^= 
=^Л. Пусть теперь (X, т)^ПВИ. Существует большая, чем т, максималь
ная топология т'. Ясно, что (X, т') 9ШВ, так как (X, т) ^ПВ. Но тогда (по 
лемме 3) (X, хг)^Ж. 

2) Чтобы установить эквивалентность П В И ^ Л ^ - ^ / Б ^ Л необходимо 
знать, что всякое подпространство ^-пространства с пустой внутренностью 
нигде не плотно (см., например, ( 4 ) ) . 

3) Пусть теперь Нер^Л и ((X, т), (У, р,)) еНер. Обозначим через (Z, v) 
произведение пространств (X, т) и (У, р ) . Согласно ( 3 ) , в (Z, v) существу
ет открытое ^-подпространство, которое можно выбрать «прямоугольни
ком» ^4X5, где А и В — открытые ^/-подпространства пространств X и У 
соответственно. Как следует тогда из теоремы 3 работы ( 5 ) , какое-то из 
пространств (А, х/А), (В, \л/В) не входит в класс ПВ и из леммы 2 заклю
чаем, что ПВИ¥=Л. 

Извлечем из теоремы 1 
С л е д с т в и е 1. Задача М. Катетова эквивалентна следующей: 
Существует ли топологическое пространство, на котором всякая вещест

венная функция непрерывна почти всюду, г. е. на плотном открытом мно
жестве? 

Действительно, ЖФА-+ «существует (X, т)^ПВ.» Пусть т' —большая, 
чем т, максимальная топология, тогда (X, х') ^ПВ. По лемме 2 существует 
Ve=x\ для которого (V, т ' /7)€=ПВИ, причем, очевидно, (F, x'/V) — мак
симальное пространство. Итак, найдено максимальное пространство 
(Z, v)€=nBH. Тогда, как легко видеть, (Z, ч)^Ж и (W, v/W)^ для вся-

* xJV — топология на V как на подпространстве (X, х) 
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кого W^v. Пусть / — произвольная вещественная функцдя на Z. Тогда 
множество точек непрерывности / всюду плотно в (Z, v) и, следовательно, 
открыто, что и требовалось доказать. 

3. Здесь доказывается основное для всей работы 
У т в е р ж д е н и е . Con(ZFC)-*Con(ZFC+«ec#Koe топологическое про

странство разлагается в счетную сумму своих подпространств с пустой 
внутренностью») *. 

Пусть KQ(m+) обозначает следующее предложение: 
На т+ существует семейство F подмножеств такое, что | ^ | > 7 т г + и 

| {/Па: f^F} | <т для всякого а<т+. 
Легко видеть, что К0(т+) влечет существование на т+ системы 91= 

= {Те

ь: 6<7/г, Ei<m++} подмножеств со следующими свойствами: 
а) если 6<яг, г,<т++, е 2<тгг + + , то \ Тг?(\Тгг

ь\<т\ 
б) У{Те

ъ : 8<m}=m+ для всякого е < т + + . 
Действительно, возьмем множество m и пусть Ф а — какое-нибудь взаим

но однозначное соответствие между множеством m и множеством 
{/Па: f^F}. Теперь каждому f^F однозначно соотносится функция f из 
множества т+ в множество т по правилу f ( а ) = Ф а ~ 1 ( { / ^ а } ) - Определим 
множество Tb^9t правилом: если ц^т+, то i)^Te

b+-+fB(i\)=8. 
Можно убедиться, что система 91 обладает свойствами а) и б) (см. так-

же ( 6 ) ) . 
Известно ( 7 ) , что [7=£]-м<Для всякого бесконечного кардинала т вер-

коК0(т+). 
В дальнейшем все изложение ведется (если прямо не оговорено обрат

ное) в модели [ 7 = L ] . 
Обозначим через 0 наименьший недостижимый кардинал**. Следова

тельно, если w < 6 , то т=(т~)+ или cf (т) = (cf (т)~)+<т ***. 
Т е о р е м а 2. и{ПВ(ттг): т<0}<==ПВ. 
Д о к а з а т е л ь с т в о по индукции. Предположим, что для любого 

к<п, где n<Q уже доказано, что ПВ (к) ^ПВ. Докажем, что ПВ(га)^ПВ. 
В силу замечания (непосредственно перед теоремой 2) необходимо рас

смотреть два случая. 
1) Пусть п — регулярный кардинал и, значит, имеется предшествую

щий кардинал т, таким образом, п=*т+. Пусть (У, т)еПВ(тг), т . е . 
У = 2 { У а : а<т+} и I n t y a = A для всякого а<т+. Рассмотрим систему 91 
на множестве т+ (см. определение и свойства системы 91 выше) и положим 
У 8

5 = и { У а : а^7У>}^ 
Тогда система 9£={Ye

b} обладает следующими свойствами: 
а) U {УД- б<7тг}=У для каждого г<т++; 
б) если 6<т1 81<ттг + + , е 2 < я г + + , то 

У е 1

в П У е 2

5 = и { У а : а^Г е 1

в ПГ е 2

5 }. 
Возможны следующие варианты: 
А) Существует г<т++ такое, что Int У е°=Л при каждом 8<т. Тогда 

(7, T)^I lB(m) и по индуктивному предположению (У, т )еПВ. 
Б) Для всякого г<т++ существует 6 (е )<га такое, что Int Ye*(e)¥=A. 

Тогда, как легко видеть, существует некоторое 8<т и «последователь
ность» {га : а<т++} такие, что Int У е

 1 =̂ Л при всяком а<т++. Пусть Р«= 
- { р е Г » в : ( I n t r j j n r ^ A ) . 

Заметим, что если Р а 1 ПР а 2 =Л при любых а 4 , а 2 из т++, то мы имеем во 
множестве т+ систему мощности т++ дизъюнктных непустых подмно
жеств, чего не может быть. Значит, существуют такие ai , a 2 из что 

Р а 1 ПР а 2 ^Л. Но тогда G=Int(y e

6

a in Т?а)ФА Однако G s U { 7 T : ^ е Г ^ ПГ^} 
* См. сноску в начале работы. 

** Так как [ F = £ ] - * G C H , то понятия слабо и сильно недостижимого кардиналов 
совпадают. 

*** cf (m) - конфинальный характер кардинала т. 
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я каждое Yv имеет пустую внутренность, т. е. (G, т / G ) е=ПВ (т). Теперь 
либо мы найдем дизъюнктную систему 3) из открытых множеств такую, 
что плотно в У и (G, x/G)^UB(m) для всякого G^3)\ но тогда, как 
легко видеть, (У , т)^ПВ(га) (и тем самым, по индуктивному предполо
жению, (У , т )^ПВ); либо в пространстве (У, т) существует открытое мно
жество V такое, что (W, т/^Г)^ПВ(/тг) для всякого открытого множества 
W^V. Однако тогда (F, x/V)^UB(m) по А), ибо предположение Б) для 
него неверно. Итак, в случае регулярного кардинала п теорема 2 доказана. 

2) Пусть п — сингулярный кардинал, тем самым cf (п) <п и (cf (п)) ~ су
ществует (см. замечание непосредственно перед теоремой 2). Пусть т= 
= (cf(rc))~. Тогда m+=ct(n). По предположению Y=^{Ya: а<п} и 
Int У А = Л для всякого а<п. Пусть ф — функция из т+ в п и sup {ф(^): 
$<т+}=п (ф существует в силу определения cf(rc)). Пусть 3)={V^x\ 
существует такое &<тг, что (F, x/V)s=TlB(k)}. По индуктивному предпо
ложению 2)={V^x: (F, Т / Т ) « Е Е П В } . Если US) плотно в ( У , г) , то и 
(У, т)<=ПВ. Поэтому пусть W=Y\[U@]¥=A. Теперь W=\]{Wa=Wf\Ya: 
а<п} и IntH^^A для всякого а<п. Заметим, что если V^x и V<=W, то 
(F, x/V)<£U.B(k) для всякого &<гс. Отсюда IntZ p =A для всякого (}<ттг+, 
где Zz=[}{WA: а<ф({})}. Но тогда (W, х / W) <ЕЕНВ (т+). Этим противоре
чием (ибо т+<к) заканчивается доказательство теоремы 2. 

Обозначим через М класс всех множеств (напомним, что все изложение 
ведется в модели [V=L]), ранг каждого из которых строго меньше 0. 
Тогда М — модель для системы аксиом Z F C . В М нет недостижимых кар
диналов, поэтому очевидна 

Т е о р е м а 3 [М] *. Всякое топологическое пространство разлагается в 
сумму счетного числа своих подпространств с пустой внутренностью. 

С л е д с т в и е 2 [М]. Классы Ж, ПВИ, SIB, Hep пусты. 
С л е д с т в и е З [М]. Всякое максимальное пространство совершенно **. 
З а м е ч а н и е . Известно (см., например, ( 8 ) ) , что предположение о су

ществовании измеримого кардинала противоречит аксиоме конструктивно
сти. Для нас поэтому интересно следующее 

П р е д л о ж е н и е 1. Если существует измеримый кардинал, то Нер^А 
{и, тем самым, ЖФА, ПВИ^А, Б1ВФА). 

Соответствующий пример, доказывающий предложение 1, можно найти 
в ( 5) (следствие 1). 

Автор благодарен В. И. Пономареву за внимание, проявленное к работе, 
и А. Г. Елькину за ценные советы и постановку задач. 
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