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Свёртка

Пусть V1; : : : ; Vm векторные пространства, ¸;˛ ∈ {1; : : : ;m}, ¸ ≠ ˛ и V˛ = V ∗¸ .
Отображение

V1 × ⋅ ⋅ ⋅ × Vm → V1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ V¸−1 ⊗ V¸+1 × ⋅ ⋅ ⋅ × V˛−1 ⊗ V˛+1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ Vm;
(x1; : : : ;xm) ↦ x˛(x¸) x1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ x¸−1 ⊗ x¸+1 × ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ x˛−1 ⊗ x˛+1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ xm

полилинейно, поэтому существует единственное линейное отображение

C ∶ V1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ Vm → V1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ V¸−1 ⊗ V¸+1 × ⋅ ⋅ ⋅ × V˛−1 ⊗ V˛+1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ Vm;
x1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ xm ↦ x˛(x¸) x1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ x¸−1 ⊗ x¸+1 × ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ x˛−1 ⊗ x˛+1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ xm:



Пусть p; q > 0, ¸ ∈ {1; : : : ; p} и ˛ ∈ {1; : : : ; q}. Отображение

C¸˛ ∶ T
q
p (V ) → T

q−1
p−1 (V ); f

1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ f p ⊗ x1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ xq
↦ f ¸(x˛) f 1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ f ¸−1 ⊗ f ¸+1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ f p ⊗ x1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ x˛−1 ⊗ x˛+1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ xq

линейно.
Пусть t — тензор типа (p; q), то есть t ∈ T qp (V ). Тензор t̄ = C¸˛ (t) называется

свёрткой тензора t по ¸-му ковариантному индексу и ˛-му контравариантному
индексу. Это тензор типа (p − 1; q − 1).



Пусть
t = t j1:::jqi1:::ip

"i1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ "ip ⊗ e j1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ e jq :

Тогда

t̄ = t j1:::jqi1:::ip
C¸˛ ("

i1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ "ip ⊗ e j1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ e jq)

= t j1:::jqi1:::ip
"i¸(e j˛) "

i1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ "i¸−1 ⊗ "i¸+1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ "ip ⊗ e j1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ e j˛−1 ⊗ e j˛+1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ e jq :

Вычислим компоненты сверки t̄:

t̄
j1:::j˛−1j˛+1:::jq
i1:::i¸−1i¸+1:::ip

= t j1:::jqi1:::ip
"i¸(e j˛) = t

j1:::jq
i1:::ip

‹i¸j˛ = t
j1:::j˛−1kj˛+1:::jq
i1:::i¸−1ki¸+1:::ip

:

Получаем

t̄ = t j1:::j˛−1kj˛+1:::jqi1:::i¸−1ki¸+1:::ip

"i1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ "i¸−1 ⊗ "i¸+1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ "ip ⊗ e j1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ e j˛−1 ⊗ e j˛+1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ e jq :



Предложение

Для y1; : : : ;yp−1 ∈ V и g1; : : : ;gq−1 ∈ V ∗,

t̄(y1; : : : ;yp−1;g1; : : : ;gq−1) =
= t(y1; : : : ;y¸−1;ek ;y¸; : : : ;yp−1;g1; : : : ;g˛−1;"k ;g˛; : : : ;gq−1):

Доказательство. Так как любой тензор является суммой разложимых
тензоров, то достаточно доказать предложения для случая, когда t разложим:

t = f 1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ f p ⊗ x1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ xq:

Тогда

t̄(y1; : : : ;yp−1;g1; : : : ;gq−1) =
f ¸(x˛) (f 1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ f ¸−1 ⊗ f ¸+1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ f p ⊗ x1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ x˛−1 ⊗ x˛+1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ xq)

(y1; : : : ;yp−1;g1; : : : ;gq−1)
= f ¸(x˛) f 1(y1) : : : f ¸−1(y¸−1)f ¸+1(y¸) : : : f p(yp−1)

g1(x1) : : :g˛−1x˛−1g˛(x˛+1) : : :gq−1(xq)



Учитывая f ¸(x˛) = f ¸k x
k
¸ = f ¸(ek)"k(x˛), где f ¸ = f ¸k "

k и x˛ = xk¸ek , получаем

t̄(y1; : : : ;yp−1;g1; : : : ;gq−1) =
= f 1(y1) : : : f ¸−1(y¸−1)f ¸(ek)f ¸+1(y¸) : : : f p(yp−1)
g1(x1) : : :g˛−1x˛−1"k(x˛)g˛(x˛+1) : : :gq−1(xq)
= t(y1; : : : ;y¸−1;ek ;y¸; : : : ;yp−1;g1; : : : ;g˛−1;"k ;g˛; : : : ;gq−1):



Примеры
1. Свёртка тензора t(x ; f ) = (g ⊗ v)(x ; f ) = g(x) ⋅ f (v) (где g ∈ V ∗ и v ∈ V ) по

единственным возможным индексам есть скаляр g(e i) ⋅"i(v) = gi ⋅v i = g(v).
2. Свёртка тензора t(x ; f ) = f (Ax) (где A — оператор) по единственным

возможным индексам есть скаляр "i(Ae i) — след оператора A.
3. Свёртка тензора t ⊗ v , где t(x ; f ) = f (Ax) для оператора A и v ∈ V , по

единственному ковариантному индексу и второму контравариантному
индексу есть вектор u такой, что для всякого f ∈ V ∗
u(f ) = f (Ae i) ⋅ v("i) = f (Ae i) ⋅ v i = f (A(v ie i)) = f (Av), т.е. u = Av .



4. Тензорное произведение двух операторов A∶ V → V и B∶ V → V с
матрицами A = (aji ) и B = (bji ) (номера столбцов снизу) — это оператор
V ⊗ V → V ⊗ V , заданный на базисных векторах правилом
(A⊗B)(e i ⊗ e j) = ari bsj (er ⊗ es). Его можно трактовать как тензор fi типа
(1;1) на V ⊗ V , заданный на базисных векторах правилом
fi (e i ⊗ e j ;"r ⊗ "s) = ari bsj , или как тензор t типа (2;2) на V , заданный на
базисных векторах правилом t(e i ;e j ;"r ;"s) = ari bsj .
Его свёртки:

по первому ковариантному индексу и первому контравариантному
индексу: s(e j ;"s) = akkb

s
j — это оператор с матрицей (trA) ⋅B;

по первому ковариантному индексу и второму контравариантному
индексу: s(e j ;"r) = arkb

k
j — это оператор с матрицей AB (т.е. оператор

A ○ B);
по второму ковариантному индексу и первому контравариантному
индексу: s(e i ;"s) = aki bsk — это оператор с матрицей BA;
по второму ковариантному индексу и второму контравариантному
индексу: s(e i ;"r) = ari bkk — это оператор с матрицей (trB) ⋅A.


	Convolution

