
Äëÿ îòîáðàæåíèé (âîçìîæíî ìíîãîçíà÷íûõ è ðàçðûâíûõ) f : X → Y è g : Y → X
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïîëàãàåì

dis f = sup
{∣∣|xx′| − |f(x)f(x′)|

∣∣ : x, x′ ∈ X
}
è

codis(f, g) = sup
{∣∣|x g(y)| − |f(x) y|

∣∣ : x ∈ X, y ∈ Y
}
.

Òîãäà êëàññè÷åñêîå è íåïðåðûâíîå ðàññòîÿíèÿ Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà çàäàþòñÿ ðàâåí-
ñòâàìè:

dGH(X, Y ) =
1

2
inf

f : X→Y
g : Y→X

max
{
dis f, dis g, codis(f, g)

}
è

dcGH(X, Y ) =
1

2
inf

f∈C(X,Y )
g∈C(Y,X)

disRf,g =
1

2
inf

f∈C(X,Y )
g∈C(Y,X)

max
{
dis f, dis g, codis(f, g)

}
,

ãäå C(Z,W ) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà Z â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî W .

Òåîðåìà 0.1. Äëÿ êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) dcGH(X, Y ) = 0;
2) dGH(X, Y ) = 0;
3) ïðîñòðàíñòâà X è Y èçîìåòðè÷íû.

Òåîðåìà 0.2. Åñëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî, òî äëÿ ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà Y ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) dGH(X, Y ) = 0;
2) ïðîñòðàíñòâî Y èçîìåòðè÷íî ïëîòíîìó ïîäìíîæåñòâó ïðîñòðàíñòâà X.

Òåîðåìà 0.3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìåòðèêè ϱ íà ñôåðå Sn è ïðîèçâîëüíîãî ìåòðè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà Y ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) dcGH(S

n, Y ) = 0;
2) ïðîñòðàíñòâî Y èçîìåòðè÷íî ñôåðå (Sn, ϱ).

Òåîðåìà 0.4. Äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X, Y è ëþáûõ èõ âñþäó ïëîòíûõ
ïîäìíîæåñòâ A ⊂ A = X, B ⊂ B = Y òàêèõ, ÷òî dimA = dimB = 0, ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

dcGH(A,B) = dGH(X, Y ).

Ñëåäñòâèå 0.5. Äëÿ ëþáûõ íóëüìåðíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

dcGH(X, Y ) = dGH(X, Y ).

Ïðåäëîæåíèå 0.6. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è indX > 0. Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîå r > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y
â ïðîñòðàíñòâî Y ñ indY = 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî dis f ≥ r. Â ÷àñòíîñòè
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 2dcGH(X, Y ) ≥ r.
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