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Âñþäó íèæå ïîä ïðîñòðàíñòâàìè ïîäðàçóìåâàþòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðî-

ñòðàíñòâà.

Ìû ðàññìàòðèâàåì îáîáùåíèÿ êëàññîâ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ è F -ïðîñòðàíñòâ.
Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûì, åñëè íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå ïîäìíî-

æåñòâà X èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ, è F -ïðîñòðàíñòâîì, åñëè íåïåðåñåêàþùèåñÿ �óíê-
öèîíàëüíî îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà X �óíêöèîíàëüíî îòäåëèìû. Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòè ïðîñòðàí-

ñòâà ìîãóò ïîêàçàòüñÿ ýêçîòè÷åñêèìè, îäíàêî îíè èãðàþò öåíòðàëüíóþ ðîëü â òåîðèè íåïðåðûâíûõ

îòîáðàæåíèé êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ [1, 2℄ è â òåîðèè äâîéñòâåííîñòè ìåæäó òîïîëîãè÷åñêèìè ïðî-

ñòðàíñòâàìè [3℄, à òàêæå â òåîðèè êîëåö íåïðåðûâíûõ �óíêöèé [4℄. Â ÷àñòíîñòè, F -ïðîñòðàíñòâà
õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî êîëüöî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà òàêîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ

F -êîëüöîì, ò.å. âñå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå èäåàëû â íåì ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè. Îñíîâíûå òîïîëîãè-

÷åñêèå ñâîéñòâà ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ è F -ïðîñòðàíñòâ ìîæíî íàéòè â îñíîâîïîëàãàþùåé êíèãå

[4℄ Ë. �èëëìàíà è Ì. Äæåðèñîíà ïî òåîðèè êîëåö íåïðåðûâíûõ �óíêöèé.

Îäíàêî êëàññ F -ïðîñòðàíñòâ (è òåì áîëåå ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ) äîâîëüíî óçîê,

è âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîèñê áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ ïðîñòðàíñòâ, îáëàäàþùèõ òåìè èëè èíû-

ìè ïîëåçíûìè ñâîéñòâàìè F -ïðîñòðàíñòâ. Òàê, âàí Äàóýí â ñâîåé äèññåðòàöèè [5℄ ââåë ïîíÿòèå

βω-ïðîñòðàíñòâà. Ýòîò êëàññ îêàçàëñÿ âåñüìà ïîëåçíûì ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ óëüòðà�èëüòðîâ [6℄
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è íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé íà ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîèçâåäåíèé [7℄. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ

βω-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè èç òîãî, ÷òî D ⊂ X, |D| = ℵ0, ìíîæåñòâî D äèñêðåòíî è D êîìïàêòíî,

ñëåäóåò, ÷òî D ∼= βω. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå F -ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ βω-ïðîñòðàíñòâîì è ÷òî íåêî-

òîðûå ïîëåçíûå óòâåðæäåíèÿ îá F -ïðîñòðàíñòâàõ îñòàþòñÿ âåðíûìè äëÿ βω-ïðîñòðàíñòâ. Îäíàêî
ìíîãèå âàæíûå ðåçóëüòàòû ïåðåíåñòè íà βω-ïðîñòðàíñòâà íå óäàåòñÿ, õîòÿ ðàçëè÷èÿ ìåæäó F - è
βω-ïðîñòðàíñòâàìè äîâîëüíî òîíêèå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ââîäèì êëàññû R1-, R2-, R3-ïðîñòðàíñòâ, ëåæàùèå ñòðîãî ìåæäó êëàñ-

ñàìè F - è βω-ïðîñòðàíñòâ. Íà íèõ óäàåòñÿ ðàñïðîñòðàíèòü ðåçóëüòàòû Ê. Êóíåíà [8℄, Ç. Ôðîëèêà

[9℄ è Å.À. �åçíè÷åíêî [10℄, ñâÿçàííûå ñ îäíîðîäíîñòüþ êîìïàêòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ýêñòðåìàëüíî

íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ, F -ïðîñòðàíñòâ è èõ ïðîèçâåäåíèé, à òàêæå ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû î ñðàâíè-

ìîñòè óëüòðà�èëüòðîâ îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà �óäèí�Êåéñëåðà íà ìíîæåñòâå óëüòðà�èëüòðîâ.

Âñþäó äàëåå ÷åðåç A ìû îáîçíà÷àåì çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

è ÷åðåç |A| � åãî ìîùíîñòü. Ìû èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå ω äëÿ ìíîæåñòâà íåîòðèöà-

òåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. ×åðåç βω ìû îáîçíà÷àåì ñòîóí-÷åõîâñêóþ êîìïàêòè�èêàöèþ äèñêðåòíîãî

ïðîñòðàíñòâà ω, à ÷åðåç ω∗
� ñòîóí-÷åõîâñêèé íàðîñò βω \ω. Òî÷êè ïðîñòðàíñòâà βω îòîæäåñòâëÿ-

þòñÿ ñ óëüòðà�èëüòðàìè íà ω, à òî÷êè ω∗
� ñ íåãëàâíûìè óëüòðà�èëüòðàìè íà ω. Íàïîìíèì, ÷òî

òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà βω ïîðîæäåíà áàçîé

B = {A : A ⊆ ω}, ãäå A = {U ∈ βω : A ∈ U } äëÿ A ⊆ ω.

Ñàìî ìíîæåñòâî ω íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ãëàâíûõ

óëüòðà�èëüòðîâ:

n 7→ Un = {A ⊆ ω : {n} ∈ A} ∈ βω.

Âñå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå íèæå áåç ïîÿñíåíèé, ìîæíî íàéòè â êíèãå [11℄.

Îïðåäåëåíèå 1 (ñì., íàïðèìåð, [11℄). Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëü-

íî íåñâÿçíûì, åñëè U ∩ V = ∅ äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ U, V ⊂ X.

Îïðåäåëåíèå 2 (ñì., íàïðèìåð, [11℄). Äâà ìíîæåñòâà A è B â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X
îòäåëåíû, åñëè A ∩B = A ∩B = ∅.

Ïðåäëîæåíèå 1. Âñå ñ÷åòíûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíû òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáûå ñ÷åòíûå îòäåëåííûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X èìåþò

íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà â [9, ïðåäëîæåíèå 1.9℄. Äîñòàòî÷íîñòü âûïîëíåíà

â ñèëó òîãî, ÷òî ëþáûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå ìíîæåñòâà, î÷åâèäíî, îòäåëåíû â ëþáîì ïðî-

ñòðàíñòâå.

Ñëåäñòâèå 1 (ñì. òàêæå [4℄). Ëþáîå ñ÷åòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà êëàññàì òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ R1, R2, R3, êîòîðûå îïðå-

äåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 3. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ

R1-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè âñÿêîå ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî X ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî, ò.å. ëþáûå

äâà ñ÷åòíûõ îòäåëåííûõ ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ (ñì.

ïðåäëîæåíèå 1);

R2-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûå äâà ñ÷åòíûõ îòäåëåííûõ ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X, îäíî

èç êîòîðûõ äèñêðåòíî, èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ;

R3-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûå äâà ñ÷åòíûõ îòäåëåííûõ äèñêðåòíûõ ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàí-

ñòâà X èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ.

Êëàññ âñåõ Ri-ïðîñòðàíñòâ, i = 1, 2, 3, áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Ri.

Ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî êëàññû Ri, â îòëè÷èå îò êëàññîâ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ

è F -ïðîñòðàíñòâ, îáëàäàþò ïîëåçíûì ñâîéñòâîì íàñëåäñòâåííîñòè, ò.å. âìåñòå ñ êàæäûì ïðîñòðàí-

ñòâîì ñîäåðæàò âñå åãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

Î÷åâèäíî, R1 ( R2 ( R3, îäíàêî îáðàòíûå âêëþ÷åíèÿ íåâåðíû. Íèæå ìû ïðèâåäåì ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ïðèìåðû, íî äëÿ íà÷àëà íàïîìíèì, ÷òî òàêîå ñëàáûå P -òî÷êè, è îïðåäåëèì äèñêðåòíî

ñëàáûå P -òî÷êè.
Îïðåäåëåíèå 4 [8℄. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ ñëàáîé P -òî÷êîé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé

òî÷êîé íèêàêîãî ñ÷åòíîãî ïîäìíîæåñòâà X.

Îïðåäåëåíèå 5. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíî ñëàáîé P -òî÷êîé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ

ïðåäåëüíîé òî÷êîé íèêàêîãî ñ÷åòíîãî äèñêðåòíîãî ïîäìíîæåñòâà X.
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Ïðèìåð 1. Êîìïàêòíîå R2-ïðîñòðàíñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ R1-ïðîñòðàíñòâîì. Âîçüìåì äâà

ýêçåìïëÿðà íàðîñòà ω∗
ñòîóí-÷åõîâñêîãî ðàñøèðåíèÿ äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà ω è â êàæäîì èç

íèõ âûáåðåì äèñêðåòíî ñëàáóþ P -òî÷êó, íå ÿâëÿþùóþñÿ ñëàáîé P -òî÷êîé. Òàêèå òî÷êè âñåãäà ñóùå-
ñòâóþò (ñì. îïðåäåëåíèå îäèíîêîé òî÷êè â [12℄). Ñêëåèì êîïèè ω∗

ïî ýòèì äâóì òî÷êàì. Ïîëó÷åííîå

ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R2-ïðîñòðàíñòâîì, íî íå R1-ïðîñòðàíñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A è B �

ñ÷åòíûå îòäåëåííûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X, è ïóñòü x ∈ A ∩ B. Åñëè x íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé

ñêëåèâàíèÿ, òî îíà ïðèíàäëåæèò òîëüêî îäíîé èç êîïèé ω∗
è ó íåå íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U , öåëèêîì

ëåæàùàÿ â ýòîé êîïèè. ßñíî, ÷òî A′ = A ∩ U è B′ = B ∩ U � îòäåëåííûå ñ÷åòíûå ïîäïðîñòðàí-

ñòâà ïðîñòðàíñòâà ω∗ ⊂ βω, ïðè÷åì x ∈ A
′ ∩ B′

, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñëåäñòâèþ 1 è ýêñòðåìàëüíîé

íåñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà βω [11, ñëåäñòâèå 6.2.29℄. Èç òîãî, ÷òî îáå òî÷êè íå ÿâëÿþòñÿ ñëàáûìè

P -òî÷êàìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ êîïèÿõ ïðîñòðàíñòâà ω∗
, ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà ñêëåèâàíèÿ � ïðåäåëü-

íàÿ äëÿ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà A, öåëèêîì ëåæàùåãî â îäíîé èç êîïèé ω∗
, è äëÿ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà

B, öåëèêîì ëåæàùåãî â äðóãîé êîïèè. Çíà÷èò, X íå R1-ïðîñòðàíñòâî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî÷êà

ñêëåèâàíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé íè äëÿ êàêîãî ñ÷åòíîãî äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà, òàê êàê åñëè

áû òàêîå ìíîæåñòâî ñóùåñòâîâàëî, òî òî÷êà ñêëåèâàíèÿ áûëà áû ïðåäåëüíîé äëÿ åãî ïåðåñå÷åíèÿ

õîòÿ áû ñ îäíîé êîïèåé ω∗
â ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíî ñëàáîé P -òî÷êîé

íè â îäíîé èç êîïèé.

Ïðèìåð 2. Êîìïàêòíîå R3-ïðîñòðàíñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ R2-ïðîñòðàíñòâîì. Âîçüìåì äâà

ýêçåìïëÿðà ω∗
, ñêëååííûå ïî äâóì òî÷êàì. Â ïåðâîì âûáåðåì äèñêðåòíî ñëàáóþ P -òî÷êó, íå ÿâ-

ëÿþùóþñÿ ñëàáîé P -òî÷êîé (÷òîáû íàðóøèëîñü ñâîéñòâî R2), âî âòîðîì � òî÷êó, íå ÿâëÿþùóþñÿ

äèñêðåòíî ñëàáîé P -òî÷êîé (òîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ íåêîòîðîãî ñ÷åòíîãî äèñêðåòíîãî

ìíîæåñòâà). Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî åñòü R3-ïðîñòðàíñòâî, íî íå R2-ïðîñòðàíñòâî.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî êëàññû R1, R2, R3 ñòðîãî øèðå êëàññà F -ïðîñòðàíñòâ.
Îïðåäåëåíèå 6 (ñì. [4℄). Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì, åñëè

ëþáûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ �óíêöèîíàëüíî îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà X �óíêöèîíàëüíî îòäåëèìû, è

F ′
-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûå òàêèå ïîäìíîæåñòâà èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå �àêòû èç êíèãè [4℄.

Ôàêò 1. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

êàæäîå �óíêöèîíàëüíî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X C∗
-âëîæåíî â X, ò.å. ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ

íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà Y ïðîäîëæàåòñÿ íà âñå ïðîñòðàíñòâî X.

Ôàêò 2. Åñëè X � F -ïðîñòðàíñòâî, òî βX òîæå ÿâëÿåòñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì.
Ôàêò 3. Âñÿêîå C∗

-âëîæåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî F -ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì.
Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè X � íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, òî äëÿ ëþáîé ïàðû îòäåëåííûõ Fσ-

ìíîæåñòâ A,B ⊂ X íàéäóòñÿ �óíêöèîíàëüíî îòêðûòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà U è V èç

X, òàêèå, ÷òî A ⊂ U , B ⊂ V è U ∩ V = ∅.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A è B � îòäåëåííûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ Fσ-ìíîæåñòâà â íîðìàëüíîì

ïðîñòðàíñòâå X. Òîãäà A =
⋃
n∈ω An è B =

⋃
n∈ω Bn, ãäå ìíîæåñòâà An è Bn çàìêíóòû äëÿ ëþáîãî

n ∈ ω. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî An ⊆ An+1 è Bn ⊆ Bn+1 äëÿ n ∈ ω. Íåïåðåñå-
êàþùèåñÿ çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â íîðìàëüíîì ïðîñòðàíñòâå X �óíêöèîíàëüíî îòäåëèìû, ïîýòîìó

ñóùåñòâóþò �óíêöèîíàëüíî îòêðûòûå ìíîæåñòâà V0 è W0, òàêèå, ÷òî A0 ⊆ V0 ⊆ V 0 ⊆ X \ B è

B0 ⊆ W0 ⊆ W 0 ⊆ X \ A, è äëÿ êàæäîãî n ∈ ω íàéäóòñÿ �óíêöèîíàëüíî îòêðûòûå Vn+1 è Wn+1,

òàêèå, ÷òî An+1 ∪ V n ⊆ Vn+1 ⊆ V n+1 ⊆ X \
(
B ∪Wn

)
è Bn+1 ∪Wn ⊆Wn+1 ⊆Wn+1 ⊆ X \

(
A∪ V n

)
.

Ïîëîæèì V =
⋃
n∈ω Vn è W =

⋃
n∈ωWn. Ýòè ìíîæåñòâà �óíêöèîíàëüíî îòêðûòû êàê ñ÷åòíûå îáú-

åäèíåíèÿ �óíêöèîíàëüíî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Vn èWn [11, 
. 77, 78℄ è ÿâëÿþòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ

îêðåñòíîñòÿìè ìíîæåñòâ A è B.
Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè X � êîìïàêòíîå F -ïðîñòðàíñòâî, òî çàìûêàíèå ëþáîãî Fσ-ïîäìíî-

æåñòâà Y â X ÿâëÿåòñÿ ñòîóí-÷åõîâñêîé êîìïàêòè�èêàöèåé βY .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X íîðìàëüíî, òàê êàê íîðìàëüíîñòü íàñëåäóåòñÿ Fσ-

ïîäìíîæåñòâàìè (ñì. [11, ñ. 122℄). Ïîñêîëüêó Y � êîìïàêò, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûå

íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà Y èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ â Y . Ïóñòü A
è B � íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà Y . Îíè, î÷åâèäíî, îòäåëåíû è ÿâëÿþòñÿ Fσ-
ìíîæåñòâàìè â X. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2 ó íèõ åñòü íåïåðåñåêàþùèåñÿ �óíêöèîíàëüíî îòêðûòûå

îêðåñòíîñòè V èW , êîòîðûå â F -ïðîñòðàíñòâå X �óíêöèîíàëüíî îòäåëåíû, è ïîýòîìó A è B èìåþò

íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ â X. Ñîãëàñíî [11, ñëåäñòâèå 3.6.4℄, èìååì Y = βY .
Âñïîìíèì, ÷òî â íîðìàëüíîì ïðîñòðàíñòâå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èìååò òèï Gδ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíî �óíêöèîíàëüíî çàìêíóòî [11, ñ. 87℄. Âñå ñ÷åòíûå ðåãóëÿðíûå ïðîñòðàíñòâà íîð-

ìàëüíû, è â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ âñå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà èìåþò òèï Gδ , à çíà÷èò, âñå îòêðûòûå
ìíîæåñòâà �óíêöèîíàëüíî îòêðûòû. Îòñþäà íåìåäëåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

11 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 1
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Ïðåäëîæåíèå 4 (ñì. [4, ï. 14N, çàäà÷à 5℄). Âñÿêîå ñ÷åòíîå F -ïðîñòðàíñòâî ýêñòðåìàëüíî
íåñâÿçíî.

Ïðåäëîæåíèå 5. Âñÿêîå F -ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y ⊂ X � ëþáîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Â ñèëó �àêòà 2 ïðîñòðàíñòâî

βX � F -ïðîñòðàíñòâî, à â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3 ïðîñòðàíñòâî βY âëîæåíî â βX (ïîñêîëüêó Y , êàê è
ëþáîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, èìååò òèï Fσ). Áóäó÷è êîìïàêòîì, βY C∗

-âëîæåíî â βX, à Y C∗
-âëîæåíî

â βY , çíà÷èò, Y òîæå ÿâëÿåòñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì (ñì. �àêò 3). Ïî ïðåäëîæåíèþ 4 ïîäìíîæåñòâî Y
ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî, à ïî ñëåäñòâèþ 1 îíî ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 7 [8℄. Òî÷êà x â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ P -òî÷êîé, åñëè äëÿ
ëþáîé ñ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åå îêðåñòíîñòåé U0, U1, . . . ïåðåñå÷åíèå

⋂
n∈ω Un òîæå ÿâëÿåòñÿ

åå îêðåñòíîñòüþ (íåîáÿçàòåëüíî îòêðûòîé).

Ïðèìåð 3. Êîìïàêòíîå R1-ïðîñòðàíñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì. Â ïðîñòðàíñòâå

ω∗
âûáåðåì òî÷êó, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ P -òî÷êîé, íî ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé P -òî÷êîé; òàêàÿ òî÷êà âñåãäà

ñóùåñòâóåò [8℄. Âîçüìåì äâå êîïèè ïðîñòðàíñòâà ω∗
. Îáîçíà÷èì âûáðàííóþ òî÷êó â îäíîé èç ýòèõ

êîïèé ÷åðåç x1, à â äðóãîé ÷åðåç x2 è ñêëåèì òî÷êè x1 è x2. Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R1-

ïðîñòðàíñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A è B � äâà ñ÷åòíûõ îòäåëåííûõ ïîäìíîæåñòâà X è x ∈ A∩B,
òî x � òî÷êà ñêëåèâàíèÿ ïî òîé æå ïðè÷èíå, ÷òî è â ïðèìåðå 1, îäíàêî òîãäà îíà äîëæíà áûòü

ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà A ∪ B ñ îäíîé èç êîïèé ω∗
, à íè îäíà èç

òî÷åê x1 è x2, ïî êîòîðûì ïðîèçâîäèòñÿ ñêëåèâàíèå, íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé íè äëÿ êàêîãî

ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà â ñâîåé êîïèè ω∗
, ïîñêîëüêó îáå ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ñëàáûìè P -òî÷êàìè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, X íå ÿâëÿåòñÿ F - è äàæå F ′
-ïðîñòðàíñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó xi �

íå P -òî÷êà â Xi äëÿ i = 1, 2, ó xi ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè U0, U1, . . . , òàêèå, ÷òî Un+1 ⊆ Un è ëþáàÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè xi ïåðåñåêàåò äîïîëíåíèå äî çàìêíóòîãî Gδ-ìíîæåñòâà Yi =

⋂
i∈ω Ui â êîìïàêòå

Xi. Èç êîìïàêòíîñòè Xi ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Yi �óíêöèîíàëüíî çàìêíóòî (ñì. [11, ñ. 87℄). Çíà÷èò,
ìíîæåñòâî Zi = Xi \ Yi �óíêöèîíàëüíî îòêðûòî â Xi. Ïðè ñêëåèâàíèè êîìïàêò Xi âêëàäûâàåòñÿ â

X, è ïðè ýòîì âëîæåíèè Zi îñòàåòñÿ �óíêöèîíàëüíî îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â X. Èìååì Z1∩Z2 = ∅,
îäíàêî x ∈ Z1 ∩ Z2.

Äðóãèå ïðèìåðû R1-ïðîñòðàíñòâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ F -ïðîñòðàíñòâàìè, ìîæíî ïîëó÷èòü, çàìå-

òèâ, ÷òî ñâîéñòâî áûòü R1-ïðîñòðàíñòâîì íàñëåäóåòñÿ ëþáûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè, à ñâîéñòâî áûòü

F -ïðîñòðàíñòâîì íå íàñëåäóåòñÿ äàæå çàìêíóòûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè (ñì. [13℄).

Òåïåðü ðàññìîòðèì êëàññ βω-ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûé øèðå êëàññîâ R1, R2, R3.

Îïðåäåëåíèå 8 [5℄. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ βω-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè êà-

êîâî áû íè áûëî äèñêðåòíîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî D ⊂ X ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì, çàìûêàíèå D
ãîìåîìîð�íî ñòîóí-÷åõîâñêîé êîìïàêòè�èêàöèè βD.

Çàìå÷àíèå 1. Èç îïðåäåëåíèÿ 7 âûòåêàåò, ÷òî åñëè â ïðîñòðàíñòâå X íåò áåñêîíå÷íûõ êîì-

ïàêòîâ, òî îíî ÿâëÿåòñÿ βω-ïðîñòðàíñòâîì.
Ïðåäëîæåíèå 6. Êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ βω-ïðîñòðàíñòâîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ñ÷åòíîå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî D ⊆

X ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì è åãî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà A è B. Òàê êàê D êîìïàêòíî,

òî cD = D � íåêîòîðàÿ êîìïàêòè�èêàöèÿ D. Ïîíÿòíî, ÷òî A∩B = A∩B = ∅ (â ñèëó äèñêðåòíîñòè

ìíîæåñòâà D), à çíà÷èò, A∩B = ∅, ïîñêîëüêó âûïîëíåíî ñâîéñòâî R3. Ñîãëàñíî [11, ñëåäñòâèå 3.6.4℄,

èìååì D ∼= βω, à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ βω-ïðîñòðàíñòâîì.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå βω-ïðîñòðàíñòâî. Âîçüìåì äèñêðåòíûå ñ÷åòíûå ìíî-

æåñòâà A è B â X, òàêèå, ÷òî A ∩ B = A ∩ B = ∅. Ìíîæåñòâî A ∪ B äèñêðåòíî. Äåéñòâèòåëüíî,

âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ A ∪ B (ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè x ∈ A). Ó ýòîé òî÷êè åñòü

îêðåñòíîñòü U , òàêàÿ, ÷òî U ∩ A = {x} è U ∩ B = ∅, ò.å. U ∩ (A ∪ B) = {x}. Àíàëîãè÷íî ó ëþáîé

òî÷êè x ∈ B åñòü îêðåñòíîñòü V , òàêàÿ, ÷òî V ∩ (A∪B) = {x}. Çíà÷èò, îáúåäèíåíèå A è B äèñêðåò-

íî. Ñëåäîâàòåëüíî, A ∪B ∼= βω â ñèëó êîìïàêòíîñòè çàìûêàíèÿ ýòîãî îáúåäèíåíèÿ â êîìïàêòå X.

Ïóñòü x ∈ A∩B. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî βω ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî, à ýêñòðåìàëüíàÿ íåñâÿçíîñòü

íàñëåäóåòñÿ ñ÷åòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïî ñëåäñòâèþ 1, ïðîñòðàíñòâî x ∪ A ∪ B äîëæíî áûòü

ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî, îäíàêî çàìûêàíèÿ åãî îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ A è B ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå

x. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî A ∩B = ∅. Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà A è B çàêëþ÷àåì,

÷òî X � R3-ïðîñòðàíñòâî.

Çàìå÷àíèå 2. Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè â ïðåäëîæåíèè 6 íå èñïîëüçóåò êîìïàêòíîñòü

ïðîñòðàíñòâà X. Ïîýòîìó âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 7. Âñÿêîå R3-ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ βω-ïðîñòðàíñòâîì.
Ïðèìåð 4.Íåêîìïàêòíîå βω-ïðîñòðàíñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì.Âîçüìåì ñ÷åò-
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íîå äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî X è äîáàâèì ê íåìó îäíó íåèçîëèðîâàííóþ òî÷êó, ïðîêîëîòûìè

îêðåñòíîñòÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû íåêîòîðîãî óëüòðà�èëüòðà íà ìíîæåñòâå X. Äâà ýêçåì-

ïëÿðà ïîëó÷åííîãî ïðîñòðàíñòâà, ñêëååííûå ïî íåèçîëèðîâàííîé òî÷êå, íå ñîäåðæàò áåñêîíå÷íûõ

êîìïàêòîâ, ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé βω-ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì,

òàê êàê òî÷êà ñêëåèâàíèÿ ïðåäåëüíà äëÿ îáîèõ ýêçåìïëÿðîâ äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà X.

Èç ïðåäëîæåíèé 5 è 7 è ïðèìåðîâ 1�4 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Èìåþò ìåñòî ñòðîãèå âêëþ÷åíèÿ:

êëàññ F -ïðîñòðàíñòâ ⊂ êëàññ R1 ⊂ êëàññ R2 ⊂ êëàññ R3 ⊂ êëàññ βω-ïðîñòðàíñòâ.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà �óäèí�Êåéñëåðà íà ìíîæåñòâå óëüòðà�èëüòðîâ íà ω.
Îïðåäåëåíèå 9 (ñì. [14℄). Ïóñòü p ∈ βω è ϕ : ω → ω. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ϕ∗(p) ∈ βω

ñëåäóþùèì îáðàçîì: M ∈ ϕ∗(p) ⇔ ϕ−1(M) ∈ p. Óëüòðà�èëüòðû p, q ∈ βω ñâÿçàíû îòíîøåíèåì

p 6RK q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ ϕ, òàêàÿ, ÷òî p = ϕ∗(q).
Îïðåäåëåíèå 10 [15℄. �îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê (xn) â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå X ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x ∈ X ïî óëüòðà�èëüòðó p ∈ βω, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè

x ìíîæåñòâî {n : xn ∈ U} ïðèíàäëåæèò p. Îáîçíà÷åíèå: x = lim
p
xn èëè xn −→

p
x.

Â 1990 ã. Ê. Êóíåí äîêàçàë òåîðåìó î ñðàâíèìîñòè óëüòðà�èëüòðîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà, ïî êî-

òîðûì ìîãóò ñõîäèòüñÿ ê îäíîé è òîé æå òî÷êå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â êîìïàêòíîì F -ïðîñòðàíñòâå,
è èñïîëüçîâàë åå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîäíîðîäíîñòè áåñêîíå÷íûõ êîìïàêòíûõ F -ïðîñòðàíñòâ [16℄.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñèëèâàåò ðåçóëüòàò Êóíåíà â íåñêîëüêèõ íàïðàâëåíèÿõ: ìû ðàñøèðÿåì êëàññ

ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ äî êëàññàR2 è íå òðåáóåì, ÷òîáû îáà óëüòðà�èëüòðà â �îðìóëèðîâêå

òåîðåìû ÿâëÿëèñü ñëàáûìè P -òî÷êàìè. Êðîìå òîãî, ìû ÿâíî óêàçûâàåì, êàêîé èìåííî èç óëüòðà-

�èëüòðîâ ìåíüøå äðóãîãî â ñìûñëå ïîðÿäêà �óäèí�Êåéñëåðà (ýòî óòî÷íåíèå ìîæíî èçâëå÷ü è èç

äîêàçàòåëüñòâà Êóíåíà, íî ÿâíî îíî íèãäå íå �îðìóëèðîâàëîñü). Îáùàÿ ñõåìà íàøåãî äîêàçàòåëü-

ñòâà ïîäîáíà ñõåìå Êóíåíà èç [16℄, íî â åå ðåàëèçàöèè èìåþòñÿ ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ, ñâÿçàííûå,

â ÷àñòíîñòè, ñ òåì, ÷òî îðèãèíàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî Êóíåíà ñîäåðæàëî ïðîáåëû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü q ∈ ω∗
� ëþáîé íåãëàâíûé óëüòðà�èëüòð íà ω è p ∈ ω∗

� íåãëàâíûé

óëüòðà�èëüòð, ÿâëÿþùèéñÿ ñëàáîé P -òî÷êîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò êîìïàêòíîå R2-

ïðîñòðàíñòâî X, òî÷êà x ∈ X è äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (dm)m∈ω è (en)n∈ω òî÷åê X, òàêèå, ÷òî
{dm : m ∈ ω} � äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê è en 6= x äëÿ âñåx n ∈ ω, ïðè÷åì
x = lim

p
dm = lim

q
en. Òîãäà p 6RK q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì D = {dm : m ∈ ω}, E = {en : n ∈ ω} è D∗ = D \ D. Âûáåðåì
îòêðûòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà Um, m ∈ ω, òàêèå, ÷òî dm ∈ Um è Um ∩ D∗ = ∅ äëÿ âñåõ

m ∈ ω. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå B = {n : en ∈ ⋃m∈ω Um}. Äëÿ P,Q ⊂ ω ïîëîæèì DP = {dm : m ∈ P}
è EQ = {en : n ∈ Q}. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ P ∈ p è Q ∈ q òî÷êà x ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ

EQ ∩DP .

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

1. Íàéäåòñÿ ýëåìåíò Q ∈ q, äëÿ êîòîðîãî EQ ⊂ D.
1.1. Åñëè EQ ∩ D = ∅, òî îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : ω → D ïðàâèëîì f(m) = dm. Ïî ñâîé-

ñòâó ñòîóí-÷åõîâñêîé êîìïàêòè�èêàöèè f ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f̃ : βω → D.
Òàê êàê X � êîìïàêòíîå R2-ïðîñòðàíñòâî, à ïîýòîìó è βω-ïðîñòðàíñòâî (â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 6

è âêëþ÷åíèÿ R2 ⊂ R3), âûïîëíÿåòñÿ D = βD, à çíà÷èò, f̃ � ãîìåîìîð�èçì. Ïóñòü g = f̃−1
. Ïî-

ñêîëüêó EQ ∩D = ∅, èìååì g(en) ∈ ω∗
äëÿ n ∈ Q, à ïîñêîëüêó g � ãîìåîìîð�èçì, âåðíî ðàâåíñòâî

g(x) = p = lim
q

(
g(en)

)
n∈ω. Òî, ÷òî óëüòðà�èëüòð p ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé P -òî÷êîé, îçíà÷àåò, ÷òî p ìî-

æåò áûòü ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà {g(en) : n ∈ Q} ⊂ ω∗
òîëüêî â

òîì ñëó÷àå, åñëè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà ðàâíî p, ò.å. en = x äëÿ áåñêîíå÷íî

ìíîãèõ n, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì òåîðåìû.

1.2. Â ñëó÷àå, êîãäà EQ ⊂ D, ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ : ω → ω, îïðåäåëåííîå ïðàâèëîì

ϕ(n) = m ⇐⇒ en = dm äëÿ n ∈ Q è ϕ(n) = 0 äëÿ n /∈ Q. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

1.2.1) äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Q′ ⊂ Q, òàêîãî, ÷òî Q′ ∈ q, èìååì ϕ(Q′) ∈ p. Òîãäà p = ϕ∗(q), òàê
÷òî p 6RK q;

1.2.2) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò Q′ ∈ q, äëÿ êîòîðîãî ϕ(Q′) /∈ p, ò.å. ω \ ϕ(Q′) ∈ p. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Q′ ⊂ Q (èíà÷å ðàññìîòðèì Q′ ∩Q). Èìååì

⋃
{Un : n ∈ ω \ ϕ(Q′)}

⋂⋃
{Un : n ∈ ϕ(Q′)} = ∅,

12 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 1
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ïðè÷åì

{dm : m ∈ ω \ ϕ(Q′)} ⊂
⋃

{Um : m ∈ ω \ ϕ(Q′)} è EQ′ ⊂
⋃

{Un : n ∈ ϕ(Q′)}.

Ïîýòîìó Dω\ϕ(Q′)∩EQ′ = ∅ â ïðîòèâîðå÷èå ñî ñäåëàííûì â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà çàìå÷àíèåì, ÷òî

x ∈ EQ ∩DP äëÿ ëþáûõ P ∈ p è Q ∈ q.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ ýëåìåíò Q ∈ q, òàêîé, ÷òî EQ ∩D = ∅. Ñíîâà ðàññìîòðèì äâà

ñëó÷àÿ.

2.1. Ïóñòü B ∈ q. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ : ω → ω ïðàâèëîì ϕ(n) = m ⇐⇒ en ∈ Um äëÿ

n ∈ B è ϕ(n) = 0 äëÿ n /∈ B:
2.1.1) ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà B′ ∈ q, B′ ⊂ B, èìååì

ϕ(B′) = {m : en ∈ Um äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ B′} ∈ p.

Òîãäà p = ϕ∗(q), òàê ÷òî p 6RK q;
2.1.2) ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ ýëåìåíò B′ ∈ q, B′ ⊂ B, òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî {m : en ∈ Um

äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ B′} íå ïðèíàäëåæèò p, òîãäà åãî äîïîëíåíèå A = {n : Un∩EB′ = ∅} ïðèíàäëåæèò
p. Èìååì DA ∩EB′ = ∅, òàê êàê DA ⊂ ⋃n∈A Un. Ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ EQ ∩D = ∅, âèäèì,

÷òî äëÿ C = Q∩B′ ∈ q ìíîæåñòâà DA è EC îòäåëåíû â ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òîX � R2-ïðîñòðàíñòâî

(äåéñòâèòåëüíî, x ∈ DA ∩ EC è ìíîæåñòâî DA äèñêðåòíî).

2.2. Åñëè B /∈ q, òî ω \B ∈ q è, î÷åâèäíî, Eω\B ∩D = ∅, òàê ÷òî ìíîæåñòâà Eω\B è D îòäåëåíû

è ìû ñíîâà ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî X � R2-ïðîñòðàíñòâî.

3. Åñëè EQ ∩X \D 6= ∅ äëÿ âñåõ Q ∈ q, òî ω \ {n : en ∈ D} ∈ q, ïîñêîëüêó q � óëüòðà�èëüòð,

òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî óñëîâèå 2.

Â ñòàòüå [10℄ Å.À. �åçíè÷åíêî äîêàçàë, ÷òî îäíîðîäíûå ïîäïðîñòðàíñòâà òðåòüåé ñòåïåíè X3

ïðîèçâîëüíîãî F -ïðîñòðàíñòâà X íå ìîãóò ñîäåðæàòü áåñêîíå÷íûõ êîìïàêòîâ. Ïðè ýòîì îí èñïîëü-

çîâàë ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî X � F -ïðîñòðàíñòâî, ëèøü â îäíîì ìåñòå � ïðè äîêàçàòåëüñòâå

ïðåäëîæåíèÿ 19 [10℄, ñóùåñòâåííî îïèðàþùåìñÿ íà òåîðåìó Êóíåíà î ñðàâíèìîñòè óëüòðà�èëüòðîâ,

ïî êîòîðûì ñõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â F -ïðîñòðàíñòâå, âî âñåõ îñòàëüíûõ ìåñòàõ äîñòàòî÷íî

òðåáîâàòü, ÷òîáû X ÿâëÿëîñü βω-ïðîñòðàíñòâîì. Ñ ïîìîùüþ äîêàçàííîãî âûøå óñèëåíèÿ òåîðåìû

Êóíåíà ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû �åçíè÷åíêî.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü Y � R2-ïðîñòðàíñòâî è X ⊂ Y 3
� åãî îäíîðîäíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà X êîíå÷íî.

Àâòîðû ïðèíîñÿò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü Å.À. �åçíè÷åíêî çà ñòèìóëèðóþùèå áåñåäû. Â íà-

ñòîÿùåé ñòàòüå ìû âûáðàëè îáîçíà÷åíèÿ R1,R2,R3 äëÿ ââåäåííûõ êëàññîâ ïðîñòðàíñòâ â åãî ÷åñòü.
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ÏÀ�ÀÁÎËÈ×ÍÎÑÒÜ ÂÛ�ÎÆÄÅÍÍÛÕ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÅÉ

Â ÎÑÅÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ ÝÉËÅ�À Ñ �È�ÎÑÒÀÒÎÌ

Â.À. Êèáêàëî

1

Èçó÷àþòñÿ âûðîæäåííûå îñîáåííîñòè èçâåñòíîãî ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà

èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà � ñèñòåì Æóêîâñêîãî, ò.å. âîë÷êîâ Ýéëå-

ðà ñ äîáàâëåííûì ïîñòîÿííûì âåêòîðîì ãèðîñòàòè÷åñêîãî ìîìåíòà. Äëÿ îñåñèììåòðè÷-

íîãî òâåðäîãî òåëà è áëèçêèõ ê íåìó ñèñòåì äîêàçàíî, ÷òî âûðîæäåííûå ëîêàëüíûå è

ïîëóëîêàëüíûå îñîáåííîñòè ÿâëÿþòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèìè è êàñïèäàëüíûìè îñîáåííîñòÿ-

ìè ñîîòâåòñòâåííî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé íàáîðà ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, èñêëþ÷àÿ íåêîòîðûå

ãèïåðïîâåðõíîñòè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòè îñîáåííîñòè, ëåæàùèå â ïðîîáðàçå òî÷êè âîçâðà-

òà áè�óðêàöèîííîé êðèâîé, óäîâëåòâîðÿþò êðèòåðèþ ïàðàáîëè÷íîñòè À.Â. Áîëñèíîâà,

Ë. �óëüåëìè è Å.À. Êóäðÿâöåâîé. Êàê ñëåäñòâèå îíè ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûìè

ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ñèñòåìû â êëàññå èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè ïðè ìàëîì

èçìåíåíèè ãëàâíûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè, êîìïîíåíò âåêòîðà ãèðîñòàòè÷åñêîãî ìîìåíòà è

çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà ïëîùàäåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà, èíòåãðèðóåìîñòü, òâåðäîå òåëî, ãèðîñòàò, îñî-

áåííîñòü, ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ, ïàðàáîëè÷åñêèå îñîáåííîñòè, ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü.

We study degenerate singularities of the well-known multiparametri
 family of integrable

Zhukovsky 
ases of rigid body dynami
s, i.e., Euler tops with added 
onstant gyrostati
 moment.

For an axisymmetri
 rigid body and systems 
lose to it, it is proved that degenerate lo
al and

semilo
al singularities are paraboli
 and 
uspidal singularities, respe
tively, for all values of the

set of system parameters, ex
luding some hypersurfa
es. It was 
he
ked that these singularities

belonging to the preimage of the 
usp of the bifur
ation 
urve satisfy the paraboli
ity 
riterion

of A.V. Bolsinov, L. Guglielmi, and E.A. Kudryavtseva. Therefore, they are stru
turally stable

for small perturbations of the system in the 
lass of integrable systems, in parti
ular, for a small


hange in the prin
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omponents of the gyrostati
 moment, and the

values of the area integral.
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1. Òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Èçó÷åíèå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì

ïóòåì îïèñàíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ èõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ ýíåðãèè H â �àçîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå áûëî íà÷àòî â èçâåñòíîé ðàáîòå Ñ. Ñìåéëà [1℄. Êàê îêàçàëîñü, âîïðîñ î êëàññå ãîìåîìîð�íîñòè

òàêèõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ñèñòå-

ìû (òàêèì ïàðàìåòðîì ñèñòåìû ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, çíà÷åíèå åå èíòåãðàëà ïëîùàäåé f2) òåñíî
ñâÿçàí ñ ðåçóëüòàòàìè è ïîäõîäàìè èç òåîðèè Ìîðñà.

Åñëè ñèñòåìà èíòåãðèðóåìà, ò.å. îáëàäàåò �äîñòàòî÷íî áîëüøèì� ÷èñëîì ñêðûòûõ ñèììåòðèé, òî

èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñàìà ìîæåò áûòü ðàññëîåíà íà ñîâìåñòíûå óðîâíè äîïîëíèòåëüíûõ

èíòåãðàëîâ ñèñòåìû. Íà �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû (ÿâëÿþùåìñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì ìíîãîîáðà-

çèåì) âîçíèêàåò ñòðóêòóðà ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ (ïîäðîáíåå ñì. ìîíîãðà�èþ [2℄).
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