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Статья посвящена топологическим пространствам с раздельно непрерывной
операцией Мальцева, которые мы называем квазимальцевскими пространствами.
Доказано существование свободного квазимальцевского пространства, порожден-
ного произвольным тихоновским пространством, и показано, что всякое квази-
мальцевское пространство является факторпространством свободного квазималь-
цевского пространства. Кроме того, показано, что топология свободного квази-
мальцевского пространства имеет простое и естественное описание в терминах
порождающего пространства. Наконец, доказано, что всякое тихоновское квази-
мальцевское пространство является ретрактом квазитопологической группы.
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В 1954 г. Мальцев охарактеризовал универсальные алгебры, в которых все
конгруэнции перестановочны, в терминах специальной тернарной операции —
операции Мальцева. Топологические пространства с непрерывной операцией
Мальцева называются мальцевскими пространствами. Они изучаются дав-
но и плодотворно. Например, известно, что мальцевские компакты являются
ретрактами топологических групп [5], а также обладают свойством Суслина [6]
и являются компактами Дугунджи [7]. Свойства и конструкции мальцевских
пространств, а также условия, при которых мальцевские пространства являют-
ся ретрактами топологических групп, можно найти в [11], [12] и [14].

Эта статья посвящена топологическим пространствам с раздельно непре-
рывной операцией Мальцева, которые мы называем квазимальцевскими про-
странствами. Раздельно непрерывные операции имеют свои преимущества.
Во-первых, многие (в частности, все перечисленные выше) утверждения о маль-
цевских пространствах остаются верными и для квазимальцевских (см. ста-
тью [12] и теорему 4 ниже). Во-вторых, класс квазимальцевских пространств
замкнут относительно перехода к (топологическим) подалгебрам, произведени-
ям и факторалгебрам, так что можно говорить о многообразии квазимальцев-
ских пространств и о свободных квазимальцевских пространствах, порожден-
ных произвольными тихоновскими топологическими пространствами. В этой
статье мы докажем существование свободного квазимальцевского пространства,
порожденного произвольным тихоновским пространством, и покажем, что вся-
кое квазимальцевское пространство является факторпространством свободного
квазимальцевского пространства. Кроме того, мы покажем, что топология сво-
бодного квазимальцевского пространства имеет простое и естественное описа-
ние в терминах порождающего пространства (см. теорему 3). Наконец, мы дока-
жем, что всякое тихоновское квазимальцевское пространство является ретрак-
том квазитопологической группы (см. теорему 4).
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Все используемые здесь алгебраические сведения, в частности, понятия уни-
версальной алгебры, сигнатуры, терма, гомоморфизма и тождества, можно най-
ти в книге [4], а топологические — в [9]. Универсальная алгебра (далее — просто
алгебра) называется топологической, если она является топологическим про-
странством и все ее операции непрерывны, и квазитопологической, если все
ее операции раздельно непрерывны. Класс (квази)топологических алгебр фик-
сированной сигнатуры, замкнутый относительно перехода к подалгебрам, про-
изведениям и факторалгебрам, образует многообразие (квази)топологических
алгебр. Важным частным случаем являются полные многообразия топологи-
ческих алгебр — это классы, образованные всеми топологическими алгебрами
фиксированной сигнатуры, в которых выполнен данный набор тождеств. Не
все многообразия топологических алгебр полны: например, многообразие всех
предкомпактных топологических групп не полно.

Конгруэнцией на алгебре A называется отношение эквивалентности ∼, согла-
сованное со всеми операциями этой алгебры. Иначе говоря, оно должно удовле-
творять следующему условию: если f : An → A — любая из операций алгебры
A и x1 ∼ x′1, . . . , xn ∼ x′n, то f(x1, . . . , xn) = f(x′1, . . . , x

′
n).

Хорошо известно (см., например, [3]), что произведение (композиция) любых
двух отношений эквивалентности ∼1 и ∼2 на произвольном множестве явля-
ется отношением эквивалентности тогда и только тогда, когда эти отношения
перестановочны, т. е. ∼1 ◦ ∼2=∼2 ◦ ∼1. Отсюда немедленно следует, что произ-
ведение двух конгруэнций ∼1 и ∼2 на алгебре является конгруэнцией тогда и
только тогда, когда ∼1 и ∼2 перестановочны.

Теорема 1 (Мальцев [1]). Любые две конгруэнции на любой универсальной
алгебре A из многообразия V перестановочны тогда и только тогда, когда
существует такой терм µ(x, y, z), что во всех алгебрах из V выполнены тож-
дества µ(x, y, y) = µ(y, y, x) = x.

Эта теорема послужила поводом для введения так называемой операции
Мальцева.

Определение 1. Тернарная операция µ : X3 → X на множестве X назы-
вается операцией Мальцева, если она удовлетворяет тождествам µ(x, y, y) =

µ(y, y, x) = x для всех x, y ∈ X. Если при этом X — топологическое простран-
ство и операция µ непрерывна, то X называется мальцевским пространством,
а если раздельно непрерывна — квазимальцевским пространством.

Таким образом, квазимальцевское пространство — это топологическое про-
странство, являющееся при этом универсальной алгеброй с единственной опера-
цией (Мальцева), в которой одноместные производные операции (то, что Маль-
цев называл трансляциями в [1]) непрерывны.

Определение 2 (см. [2]). Свободной топологической алгеброй произвольно-
го топологического пространства X в данном многообразии V топологических
алгебр называется топологическая алгебра A(X) ∈ V, для которой существует
непрерывное отображение φ : X → A(X), удовлетворяющее следующим услови-
ям:
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(1) в A(X) нет замкнутой подалгебры, отличной от A(X) и содержащей φ(X),
т. е. A(X) топологически порождается образами элементов пространства X при
отображении φ;

(2) для каждого непрерывного отображения ψ : X → B в произвольную топо-
логическую алгебру B ∈ V найдется непрерывный гомоморфизм λ : A(X) → B,
такой, что ψ = λ ◦ φ.

Большой вклад в изучение свободных топологических алгебр внес М. М. Чо-
бан (см. [8]). В частности, он доказал, что в случае тихоновского пространства
X отображение φ является вложением, так что в этом случае определение сво-
бодной топологической алгебры выглядит так:

Определение 3. Свободной топологической алгеброй тихоновского прост-
ранстваX в данном многообразии V топологических алгебр называется алгебра
A(X) ∈ V со свойствами

(1) X содержится в A(X) как подпространство;
(2) A(X) алгебраически порождается множеством X;
(3) любое непрерывное отображениеX → B в топологическую алгебру B ∈ V

продолжается до непрерывного гомоморфизма A(X) → B.

В дальнейшем мы будем рассматривать только тихоновские пространства.
Аналогичным образом естественно определяются свободные квазитопологи-

ческие алгебры. В частности, определение свободного квазимальцевского про-
странства таково:

Определение 4. Свободным квазимальцевским пространством тихоновско-
го пространства X называется квазимальцевское пространство Mq(X) со сле-
дующими свойствами:

(1) X содержится в Mq(X) как подпространство;
(2) Mq(X) алгебраически порождается множеством X;
(3) любое непрерывное отображение X → B в квазимальцевское простран-

ство B продолжается до непрерывного гомоморфизма Mq(X) → B.

Пусть M — класс всех алгебр сигнатуры {µ}, состоящей из одной тернарной
операции, в которых выполнены тождества µ(x, y, y) = µ(y, y, x) = x. Ясно, что
это многообразие. Для множества X обозначим через M(X) свободную алгебру
с базой X в многообразии M (без топологии).

Наряду с обычным произведением X1×X2 топологических пространств X1 и
X2 будем также рассматривать произведение с кросс-топологией, обозначаемое
через X1⊗X2 [10]. Ниже через π1 и π2 обозначены отображения проектирования
на первый и второй сомножители.

Определение 5. Кросс-произведением X1 ⊗X2 пространств X1 и X2 назы-
вается декартово произведение множеств X1 и X2 с кросс-топологией, которая
определяется следующим образом. Подмножество U ⊂ X1⊗X2 объявим откры-
тым, если π1(U ∩X1 × {y}) открыто в X1 при всех y ∈ X2 и π2(U ∩ {x} ×X2)

открыто в X2 при всех x ∈ X1.
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Это определение естественным образом обобщается на произведение произ-
вольного конечного числа сомножителей. Всюду ниже для любого пространства
X его n-ю степень с кросс-топологией будем обозначать1 через X⊗n.

Кросс-топология обладает общеизвестным простым свойством, удобным при
рассмотрении раздельно непрерывных отображений:

Лемма 1 (см., например, [10]). Раздельная непрерывность отображения
f : X1×X2 → Y в произвольное пространство Y относительно обычной топо-
логии произведения на X1×X2 эквивалентна его обычной непрерывности отно-
сительно кросс-топологии на X1 ⊗X2 .

Для произвольного семейства топологических пространств Xi, i ∈ I, через∐
i∈I Xi мы будем обозначать топологическую сумму этих пространств, т. е. объ-

единение их попарно не пересекающихся гомеоморфных копий, в которое все
Xi вложены как открыто-замкнутые подпространства.

Определение 6. Если даны отображения φi : Xi → Y , где Xi, i ∈ I, и Y —
топологические пространства, то суммой отображений φi назовем отображе-
ние

∐
i∈I φi :

∐
i∈I Xi → Y , такое, что

∐
i∈I φi|Xi

= φi для всех i ∈ I. Очевидно,
что

∐
i∈I φi непрерывно тогда и только тогда, когда непрерывны все φi.

Если даны топологические пространства Xi и Yi, i ∈ I, и отображения
φi : Xi → Yi, то кросс-произведение

⊗
i∈I φi :

⊗
i∈I Xi →

⊗
i∈I Yi — это обычное

произведение отображений φi между указанными кросс-произведениями.
Следующая лемма представляет собой один из наших основных техниче-

ских инструментов. Напомним, что отображение топологических пространств
f : X → Y называется факторным, если оно сюръективно и прообраз f−1(U)

множества U ⊂ Y открыт в X тогда и только тогда, когда U открыто в Y . Дру-
гими словами, сюръективное отображение f : X → Y факторно, если топология
пространства Y является самой сильной среди всех топологий, относительно
которых f непрерывно.

Лемма 2 [10]. Кросс-произведение
⊗

i∈I φi непрерывно (факторно) тогда и
только тогда, когда непрерывны (факторны) все φi .

Перейдем к построению свободного квазимальцевского пространства Mq(X)

произвольного тихоновского пространства X. Для этого рассмотрим вспомога-
тельные пространства M̂k(X). Положим

M̂0(X) = X,

M̂1(X) = M̂0(X)⊗3,

M̂n(X) =
∐

max{i,j,k}=n−1
i,j,k⩾0

M̂i(X)⊗ M̂j(X)⊗ M̂k(X) (n ⩾ 2).

Очевидно, M̂i(X) ∩ M̂j(X) = ∅ при i ̸= j. Положим

M̂(X) =
∐
i∈N

M̂i(X)

1В отличие от Xn с обычной топологией произведения.
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и введем на M̂(X) тернарную операцию µ. Для x ∈ M̂i(X), y ∈ M̂j(X), z ∈
M̂k(X) положим

µ(x, y, z) = (x, y, z) ∈ M̂i(X)⊗ M̂j(X)⊗ M̂k(X) ⊂ M̂N (X),

где N = max{i, j, k}+1. Ясно, что отображение µ : M̂(X)⊗3 → M̂(X) непрерыв-
но.

Рассмотрим на M̂(X) отношение R, определенное следующим правилом:
(x, y) ∈ R, если существует z ∈ M̂(X), для которого x = (z, z, y) или x = (y, z, z).
Найдутся конгруэнции2, согласованные с операцией µ и содержащие отноше-
ние R. Пересечение ∼ всех таких конгруэнций является наименьшей конгруэн-
цией, согласованной с операцией µ [3, с. 69].

Факторпространство пространства M̂(X) по отношению ∼ обозначим через
Mq(X), а соответствующее естественное факторное отображение — через Q.
Поскольку конгруэнция ∼ согласована с операцией µ и содержит отношение R,
на факторпространстве Mq(X) — множестве классов эквивалентности [x]∼ —
возникает операция Мальцева µ : (Mq(X))⊗3 → Mq(X), которая определяется
правилом

µ([x]∼, [y]∼, [z]∼) = µ(Q(x), Q(y), Q(z)) = Q(µ(x, y, z)) = [µ(x, y, z)]∼.

Для каждого n ⩾ 0 положим Mq(X)n = R(M̂n(X)). Заметим, что как множе-
ство M̂(X) — не что иное, как абсолютно свободная алгебра сигнатуры {µ} и
Mq(X) — свободная алгебра в многообразии M, порожденная множеством X.
В дальнейшем мы будем обозначать множества Mq(X) и Mq(X)n (без тополо-
гии) через M(X) и M(X)n соответственно. Когда возможна путаница, мы будем
снабжать обозначение операции µ на алгебре M(X) индексом X, а обозначение
операции на абсолютно свободной алгебре M̂(X) оставлять без индекса.

Теорема 2. Для любого тихоновского пространства X Mq(X) с операцией
µ является свободным квазимальцевским пространством пространства X .

Доказательство. Сначала докажем раздельную непрерывность операции µ.
Для этого рассмотрим факторное отображение Q : M̂(X) →Mq(X). По опреде-
лению отображений Q и µ диаграмма

M̂(X)⊗3 −−−−→
µ

M̂(X)yQ⊗3

yQ

Mq(X)⊗3 −−−−→
µX

Mq(X)

коммутативна. Верхняя стрелка (операция µ) непрерывна в кросс-топологии,
поскольку она просто осуществляет гомеоморфизм M̂(X)⊗3 ≃ M̂(X) \ M̂0(X).
Рассмотрим открытое множество U ⊂ Mq(X). Его прообраз V ⊂ M̂(X)⊗3 при

2Например, конгруэнция M̂(X)× M̂(X).
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композиции Q◦µ открыт в M̂(X)⊗3. Поскольку диаграмма коммутативна, этот
прообраз совпадает с прообразом µ−1(Q−1(U)). В силу факторности отображе-
ния Q⊗3 (лемма 2) получаем, что Q⊗3(V ) = µ−1

X (U) открыто в Mq(X)⊗3.
Таким образом, и отображение µX , соответствующее нижней стрелке, непре-

рывно в кросс-топологии, что означает раздельную непрерывность данного ото-
бражения относительно обычной топологии произведения, т. е. Mq(X) — квази-
мальцевское пространство.

По построению пространство Mq(X) обладает свойствами 1) и 2) из опре-
деления свободного квазимальцевского пространства. Проверим наличие свой-
ства 3).

Пусть f : X → Y — непрерывное отображение в Y — квазимальцевское про-
странство с операцией µY . Определим отображения fi : M̂i(X) → Y , i ∈ N∪{0},
так:

f0 = f ;

f1(µ(x, y, z)) = µY (f0(x), f0(y), f0(z)) для x, y, z ∈ M̂0(X),

т. е. для µ(x, y, z) = (x, y, z) ∈ M̂1(X);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fi(µ(x, y, z)) = µY (fk(x), fl(y), fn(z)) для x ∈ M̂k(X), y ∈ M̂l(X), z ∈ M̂n(X),

где 0 ⩽ k, l, n ⩽ i− 1, max{k, l, n} = i− 1, т. е. для µ(x, y, z) = (x, y, z)∈ M̂i(X).

Пользуясь непрерывностью операции µY относительно кросс-топологии, легко
показать по индукции, что все отображения fi непрерывны. Следовательно,
отображение

f̃ =
∐
i

fi : M̂(X) → Y

непрерывно. (Оно определено корректно, потому что f̃ |
M̂0(X)=X

= f и любой

элемент множества M̂(X)\M̂0(X) имеет вид (x, y, z) = µ(x, y, z) для некоторых
x, y, z ∈ M̂(X).) По построению f̃ является гомоморфизмом абсолютно свобод-
ной алгебры M̂(X) в Y , продолжающим отображение f . С другой стороны, по
определению свободной алгебры M(X) отображение множеств f : X → Y про-
должается до гомоморфизма h : M(X) → Y . Поскольку M(X) = Q(M̂(X)), для
любых x, y, z ∈ M̂(X) имеем

µY (h(Q(x)), h(Q(y)), h(Q(z))) = h(µX(Q(x), Q(y), Q(z)) = h(Q(µ(x, y, z))).

Значит, композиция h ◦Q — гомоморфизм свободной алгебры M̂(X) → Y , при-
чем она, очевидно, является продолжением отображения f . Так как гомоморф-
ное продолжение на свободную алгебру любого отображения базы в любую дру-
гую алгебру той же сигнатуры единственно, то f̃ = h ◦ Q. Из непрерывности
отображения f̃ и факторности отображения Q вытекает непрерывность гомо-
морфизма h : Mq(X) → Y (если U — открытое подмножество пространства Y , то
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f̃−1(U) = Q−1(h−1(U)) открыто в силу непрерывности отображения f̃ и h−1(U)

открыто в силу факторности отображения Q). □

Пусть X — топологическое пространство, Xi, i ∈ I, — его подпространства и
X =

⋃
i∈I Xi. Напомним, что X имеет топологию индуктивного предела отно-

сительно разложения X =
⋃

i∈I Xi, если U ⊂ X открыто (замкнуто) в X тогда
и только тогда, когда U ∩Xi открыто (замкнуто) в Xi при всех i ∈ I.

Теорема 3. Для любого тихоновского пространства X пространство
Mq(X) имеет топологию индуктивного предела относительно разложения
Mq(X) =

⋃
n⩾0Mq(X)n .

Доказательство. Пусть bX — какая-нибудь компактификация простран-
ства X. В статье [13] было доказано, что если Y — тихоновское пространство
и A(Y ) — свободная алгебра (без топологии) с базой Y в некотором многооб-
разии, то на A(Y ) имеется хаусдорфова топология, относительно которой A(Y )

является топологической алгеброй и содержит Y в качестве подпространства. В
частности, на свободной алгебре M(bX) имеется хаусдорфова топология, отно-
сительно которой операция Мальцева непрерывна. Обозначим алгебру M(bX)

с этой топологией через Mf (bX), а ее подпространство Mf (bX)∩M(X) — через
Mf (X). Из непрерывности операции Мальцева на Mf (bX) следует, что все под-
множества M(bX)n пространства Mf (bX) компактны, будучи непрерывными
образами компактных пространств M̂f (X)n, которые определяются точно так
же, как M̂n(X), только кросс-произведения везде нужно заменить на обычные.
Следовательно, все множества Mf (bX)n замкнуты в Mf (bX), а значит, все мно-
жества M(X)n замкнуты в Mf (X). Из непрерывности операции Мальцева на
Mf (bX) вытекает ее непрерывность, а значит, и раздельная непрерывность на
Mf (X). Поэтому в силу свойства 3) из определения свободного квазимальцев-
ского пространства топология пространства Mf (X) слабее топологии простран-
ства Mq(X). Следовательно, все множества M(X)n замкнуты и в Mq(X).

Теперь теорема вытекает из факторности отображения Q и замкнутости
M̂n(X) в M̂(X) при всех n. Действительно, для произвольного множества F ⊂
Mq(X), такого, что пересечения Fn = F ∩Mq(X)n замкнуты при всех n, име-
ем равенство Q−1(F ) ∩ M̂n(X) = Q−1(Fn) ∩ M̂n(X). Эти множества замкнуты
в пространстве M̂(X), которое является топологической суммой, а значит, и
индуктивным пределом своих подпространств M̂n(X). Следовательно, и весь
прообраз Q−1(F ) замкнут в M̂(X). Из факторности отображения Q вытекает
замкнутость множества F в Mq(X). □

Замечание 1. Из теоремы 2 вытекает существование свободного квазималь-
цевского пространства для любого тихоновского пространства, а из рассужде-
ния в начале доказательства теоремы 3 — его хаусдорфовость (топология про-
странства Mq(X) сильнее хаусдорфовой топологии пространства Mf (X)).

Таким образом, топология свободного квазимальцевского пространства
Mq(X) устроена вполне понятным образом: это индуктивный предел подпро-
странств Mq(X)n, каждое из которых является образом при естественном фак-
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торном отображении пространств, получающихся из X применением конечного
числа операций кросс-произведения и топологической суммы.

В [5] было доказано, что всякое компактное мальцевское пространство яв-
ляется ретрактом топологической группы. В случае квазимальцевских прост-
ранств тем же методом удается доказать аналогичную теорему без предположе-
ния компактности. В ее формулировке упоминается свободная квазитопологиче-
ская группа Fq(X) пространства X. Такая группа была построена в работе [10]
для каждого T1-пространства X. Как абстрактная группа она является свобод-
ной группой, порожденной множеством X. Тот факт, что группа Fq(X) квази-
топологическая, означает, что умножение в ней раздельно непрерывно, а инвер-
сия (операция взятия обратного) непрерывна. Кроме того, Fq(X) содержит X в
качестве подпространства и любое непрерывное отображение пространства X в
квазитопологическую группу G продолжается до непрерывного гомоморфизма
Fq(X) → G.

Теорема 4. Всякое квазимальцевское пространство X с операцией µ явля-
ется ретрактом своей свободной квазитопологической группы Fq(X).

Доказательство. Для каждого натурального n обозначим через Fq(X)n
множество слов длины, не превосходящей n, в Fq(X), а через Fq(X)on (через
Fq(X)en) множество слов нечетной (четной) длины ⩽ n. Положим Fq(X)o =⋃

n Fq(X)on и Fq(X)e = Fq(X) \ Fq(X)o. Следуя работе [5], для каждого нечет-
ного n введем непрерывное отображение fn : X⊗n → X, такое, что f1 — тожде-
ственное отображение, f3 = µ, а при n ⩾ 3

fn(x1, . . . , xn) = fn−2{f3[f1(x1), x2, fn−2(x3, x4, x5, . . . , xn)],

f3[f3(x1, x2, x3), x3, fn−2(x3, x4, x5, . . . , xn)],

f3[f3(x1, x2, x3), x4, fn−4(x5, x6, x7, . . . , xn)],

f3[f5(x1, x2, x3, x4, x5), x5, fn−4(x5, x6, x7, . . . , xn)],

f3[f5(x1, x2, x3, x4, x5), x6, fn−6(x7, x8, x9, . . . , xn)],

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

f3[fn−4(x1, . . . , xn−4), xn−4, f5(xn−4, xn−3, xn−2, xn−1, xn)],

f3[fn−4(x1, . . . , xn−4), xn−3, f3(xn−2, xn−1, xn)],

f3[fn−2(x1, . . . , xn−2), xn−2, f3(xn−2, xn−1, xn)],

f3[fn−2(x1, . . . , xn−2), xn−1, f1(xn)]}.

Эти отображения обладают свойством
fn(x1, . . . , xn) = fn−2(x1, . . . , xi−1, xi+2, . . . , xn) при xi = xi+1, 1 ⩽ i ⩽ n.

Обозначим через X−1 гомеоморфную копию пространства X и для каждого
нечетного k определим отображения jk : (X ⨿ X−1)⊗k → Fk(X) и ik : (X ⨿
X−1)⊗k → X⊗k правилами

jk(x
±1
1 , . . . , x±1

k ) = x±1
1 . . . x±1

k ,

ik(x
±1
1 , . . . , x±1

k ) = (x1, . . . , xk).
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Положим j =
∐

n⩾0 jn и i =
∐

n⩾0 in. В [10] было показано, что отображение
j :

∐
(X ⨿ X−1)⊗n → Fq(X) факторно. Ясно, что i тоже факторно. Заметим,

что Fq(X)o — открыто-замкнутое подмножество пространства Fq(X), потому
что оно является ядром непрерывного гомоморфизма в дискретную группу Z2,
переводящего X в 1. При этом

∐
n∈N(X ⨿ X−1)⊗(2n−1) = j−1(Fq(X)o). Зна-

чит, сужение jo отображения j на
∐

n∈NX
⊗(2n−1) факторно. Сужение io отоб-

ражения i на
∐

n∈NX
⊗(2n−1) факторно по тем же причинам. И отображение

fo =
∐

n∈N f2n−1 непрерывно, поскольку все слагаемые f2n−1 непрерывны. С
помощью следующей коммутативной диаграммы введем отображение ro:∐

n∈N
(X ⨿X−1)⊗(2n−1) jo−−−−→ Fq(X)oyio

yro

X⊗n fo

−−−−−−−−−→ X

В силу непрерывности композиции
∐

n∈N f2n−1 ◦ io и факторности отображения
jo отображение ro непрерывно. Искомая ретракция r определяется так:

r(x) =

{
ro(x), если x ∈ F o

q (X),
x0, если x ∈ F e

q (X),

причем в качестве x0 берется произвольный элемент из X. Она непрерывна, так
как Fq(X)o и Fq(X)e — открыто-замкнутые подмножества в Fq(X) и отображе-
ние ro непрерывно на F o

q (X). □

Следующая теорема была доказана в [1, теорема 10] для мальцевских про-
странств (см. также [12, теорема 4.11]). Для удобства читателя мы приводим ее
доказательство, хотя оно почти полностью повторяет рассуждения Мальцева
из [1].

Теорема 5. Если X и Y — квазимальцевские пространства и f : X → Y —
факторный гомоморфизм, то f — открытый гомоморфизм.

Доказательство. Для проверки открытости факторного отображения f до-
статочно показать, что для любого открытого множества U ⊂ X множество
U∗ = f−1(f(U)) также открыто вX. Пусть это не так, тогда найдется точка x∗ ∈
U∗, не являющаяся внутренней точкой для U∗. Найдется точка x ∈ U , такая,
что f(x) = f(x∗). Для операции Мальцева µ на X имеет место равенство x =

µ(x∗, x∗, x), и в силу ее раздельной непрерывности найдется окрестность V ∗ ∋
x∗, такая, что µ(V ∗, x∗, x) ⊂ U . Так как x∗ — не внутренняя точка для U∗, то
найдется точка y ∈ V ∗, такая, что y /∈ U∗; для этой точки имеем µ(y, x∗, x) ∈ U .
Так как f — гомоморфизм и f(x) = f(x∗), то f(µ(y, x∗, x)) = f(µ(y, x, x)) =

f(y) ∈ f(U), т. е. y ∈ U ⊂ U∗ — противоречие. □

Пусть X и Y — любые множества. Напомним, что по определению порож-
денной множеством X свободной алгебры M(X) всякое отображение множества
X в любую алгебру из многообразия M единственным образом продолжается
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до гомоморфизма всей свободной алгебры M(X). Отсюда немедленно вытекает,
что любое отображение f : X → Y ⊂ M(Y ) единственным образом продолжа-
ется до гомоморфизма g : M(X) →M(Y ). Следующая теорема показывает, что
в случае, когда X и Y — тихоновские пространства и отображение f факторно,
единственный гомоморфизм g : Mq(X) → Mq(Y ), продолжающий отображение
f , непрерывен и открыт.

Теорема 6. Всякое факторное отображение f : X → Y тихоновских топо-
логических пространств X и Y единственным образом продолжается до не-
прерывного открытого гомоморфизма g : Mq(X) →Mq(Y ).

Доказательство. Пользуясь определением пространств M̂(X) и M̂(Y ) как
топологической суммы тройных кросс-степеней пространств X и Y , рассмотрим
коммутативную диаграмму

M̂(X)
QX−−−−→ Mq(X)yF

yg

M̂(Y )
QY−−−−→ Mq(Y ),

где g — гомоморфизм, продолжающий отображение f , QX и QY — фактор-
ное отображение Q из построения квазимальцевского пространства для дан-
ных пространств X и Y и F =

∐
n⩾0 Fn для отображений Fn : M̂i(X) → M̂i(Y ),

определенных следующим образом:

F0 = f,

F1 = F0 ⊗ F0 ⊗ F0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Fn =
∐

max{i,j,k}=n−1
i,j,k⩾0

Fi ⊗ Fj ⊗ Fk для n > 0.

По определению QX , QY — факторные отображения, и отображение F , будучи
суммой кросс-произведений факторных отображений, тоже факторно (лемма 2).
Из этой диаграммы следует факторность гомоморфизма g. Открытость этого
гомоморфизма следует из предыдущей теоремы.

Следствие 1. Любое квазимальцевское пространство является фактор-
пространством (т.е. образом при факторном гомоморфизме) свободного ква-
зимальцевского пространства.
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