
Задачи к лекции 1

1. Проверьте, что определённые ниже функции 𝑑 являются метриками на 𝑋:
а) 𝑋 — любое векторное пространство с нормой ∥·∥, 𝑑(𝑥, 𝑦) = ∥𝑥− 𝑦∥;
б) 𝑋 — любое векторное пространство со скалярным произведением ( · , · ), 𝑑(𝑥, 𝑦) =

√︁
(𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑦);

в) 𝑋 =R, 𝑑(𝑥, 𝑦) = | 𝑓 (𝑥)− 𝑓 (𝑦)|, где 𝑓 :R→R — инъективная функция.

2. Каждая метрика 𝑑 на множестве 𝑋 порождает метрическую топологию𝒯𝑑 на 𝑋 (её базой являются всевоз-
можные шары относительно этой метрики). Две метрики называются эквивалентными, если они порождают
одну и ту же топологию.
а) Покажите, что любая метрика 𝑑 на любом множестве 𝑋 эквивалентна метрике, ограниченной единицей,

т.е. метрике 𝑑 с тем свойством, что 𝑑(𝑥, 𝑦)⩽ 1 для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 .
б) Две метрики 𝑑1 и 𝑑2 на одном и том же множестве 𝑋 называются липшицево эквивалентными, если

существуют такие положительные числа 𝑐 и 𝐶, что 𝑐 · 𝑑1(𝑥, 𝑦)⩽ 𝑑2(𝑥, 𝑦)⩽𝐶 · 𝑑1(𝑥, 𝑦) для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 .
Приведите пример эквивалентных, но не липшицево эквивалентных метрик.

в) Покажите, что две нормы ∥·∥1 и ∥·∥2 на векторном пространстве 𝑉 эквивалентны (т.е. определяемые ими
метрики 𝑑1(𝑥, 𝑦) = ∥𝑥− 𝑦∥1 и 𝑑2(𝑥, 𝑦) = ∥𝑥− 𝑦∥2 эквивалентны) тогда и только тогда, когда существуют такие
положительные числа 𝑐 и 𝐶, что 𝑐 · ∥𝑥∥1 ⩽ ∥𝑥∥2 ⩽𝐶 · ∥𝑥∥1 для любого 𝑥 ∈𝑉 .

3. а) Покажите, что функции 𝜌1, 𝜌2 :R𝑛 ×R𝑛 →R, определённые правилами 𝜌1(x, y) =max
𝑖⩽𝑛

|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 | и 𝜌2(x, y) =

=
∑
𝑖⩽𝑛

|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 | для x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), y = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ∈ R𝑛, являются метриками на R𝑛. Эквивалентны ли эти

метрики друг другу и евклидовой метрике 𝑑𝑛(x, y) =
√︃ ∑

𝑖⩽𝑛

(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)2 на R𝑛? Нарисуйте шары относительно

этих метрик для случая 𝑛 = 2.
б) Эквивалентны ли метрики на множестве числовых последовательностей

{
x = (𝑥𝑛)𝑛∈N :

∑
𝑛∈N

𝑥2𝑛 <∞
}
, порож-

дённые нормами ∥·∥2 и ∥·∥∞?
в) Покажите, что формулы

𝑑1( 𝑓 , 𝑔) =
1∫
0
| 𝑓 (𝑡)−𝑔(𝑡)|𝑑𝑡 и 𝑑2( 𝑓 , 𝑔) =

√︄
1∫
0
( 𝑓 (𝑡)−𝑔(𝑡))2𝑑𝑡

определяют неэквивалентные метрики на пространстве 𝐶([0, 1]) непрерывных функций на отрезке.

4. Пусть P𝑛 — 𝑛-мерное проективное пространство (его точками служат все проходящие через 0= (0, . . .︸  ︷︷  ︸
𝑛+1 раз

, 0)

прямые в R𝑛+1). Проверьте, что величину угла между прямыми можно принять за расстояние между ними в P𝑛,

т.е. функция 𝑑𝑛 :P𝑛×P𝑛 →R, определённая правилом 𝑑𝑛(𝑙1, 𝑙2) = (𝑙1, 𝑙2) для 𝑙1, 𝑙2∈ P𝑛, является метрикой на P𝑛.

5. Могут ли в метрическом пространстве существовать два таких несовпадающих шара разных радиусов, что
шар большего радиуса содержится в шаре меньшего радиуса?

6. Говорят, что метрика 𝑑 на множестве 𝑋 неархимедова, если она удовлетворяет сильному неравенству
треугольника 𝑑(𝑥, 𝑧)⩽max{𝑑(𝑥, 𝑦), 𝑑(𝑦, 𝑧)} для любых 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 . Неархимедовы метрики называются также
ультраметриками, а метрические пространства с неархимедовыми метриками называются ультраметриче-
скими пространствами.

Дискретная метрика на множестве 𝑋 определяется правилом 𝑑(𝑥, 𝑦) =

{
1, если 𝑥 ≠ 𝑦,

0, если 𝑥 = 𝑦.

Проверьте, что дискретная метрика неархимедова. Покажите, что в ультраметрическом пространстве
а) любая точка любого шара является центром этого шара;
б) если два шара пересекаются, то один из них целиком содержится в другом;
в) всякий шар одновременно и открыт, и замкнут;
г) все сферы (множества вида {𝑥 : 𝑑(𝑥, 𝑥0) = 𝜀}) открыты;
д) все треугольники равнобедренны.
Может ли шар меньшего радиуса содержать шар большего радиуса в ультраметрическом пространстве?

7. Пусть 𝑋 — множество, 𝑑 — метрика на нём, 𝑎 — любое положительное число, 𝒂 : 𝑋 × 𝑋 →R — функция,
тождественно равная 𝑎, и 𝑓 :R→R—не равная тождественно нулю функция со свойствами 𝑓 (0) = 0, 𝑓 (𝑥)⩾ 0 и
𝑓 (𝑥 + 𝑦)⩽ 𝑓 (𝑥)+ 𝑓 (𝑦) для всех 𝑥, 𝑦 ∈R. Проверьте, что 𝑎 · 𝑑, min{𝑑, 𝒂}, 𝑓 ◦ 𝑑 и 𝑑

1+𝑑 тоже метрики. Эквивалентны
ли они друг другу и метрике 𝑑?

8. Пусть 𝑋 —множество и 𝑑1 и 𝑑2 — две метрики на нём. Какие из функций max{𝑑1, 𝑑2}, min{𝑑1, 𝑑2}, 𝑑1 + 𝑑2,
𝑑1 · 𝑑2 и 𝑑1

𝑑2
тоже являются метриками? (В последнем случае полагаем 𝑑1

𝑑2
(𝑥, 𝑥) = 0 для 𝑥 ∈ 𝑋 .)
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9. Топологическое пространство 𝑋 называется дискретным, если его топология состоит из всех подмножеств
множества 𝑋 .

Покажите, что топологическое пространство дискретно тогда и только тогда, когда оно имеет базу, состо-
ящую из одноточечных множеств.

10. Докажите, что если топологическое пространство обладает счётной базой, то любая его база содержит не
более чем счётное подсемейство, являющееся базой. Верно ли аналогичное утверждение для предбаз?

11. Топологическое пространство метризуемо, если его топология порождается некоторой метрикой (эта
метрика определена неоднозначно).

Приведите пример метризуемого пространства, топология которого не имеет счётной базы.Может ли такое
пространство быть счётным?

12. Каждый линейный порядок на множестве 𝑋 порождает топологию, база которой состоит из всех открытых
интервалов относительно этого порядка.

Докажите, что евклидова топология на плоскости не порождается никаким линейным порядком.

13. Метризуема ли обычная евклидова плоскость с топологией, порождённой лексикографическим порядком?


