
1. Ïóñòü U = {Uα : α ∈ I} � ïðîèçâîëüíîå ïîêðûòèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà X (çäåñü I � ëþáîå èíäåêñíîå ìíîæåñòâî). Ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé ϕβ : X → [0, 1], β ∈ J (ãäå J � èíäåêñíîå ìíîæåñòâî, âîçìîæíî,
îòëè÷íîå îò I) íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì åäèíèöû, ïîä÷èíåííûì ïîêðûòèþ U ,
åñëè

(à) ó êàæäîé òî÷êè x ∈ X åñòü îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé âñå ôóíêöèè ϕβ ,
êðîìå êîíå÷íîãî èõ ÷èñëà, òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ;

(á) â êàæäîé òî÷êå x ∈ X âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
∑
β∈J

ϕβ(x) = 1.

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ïðîñòðàíñòâà X ñ ïåðâîé
àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè ñóùåñòâóåò ïîä÷èíåííîå åìó ðàçáèåíèå åäèíèöû.

2. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, A ⊂ X � åãî çàìêíóòîå ïîä-
ìíîæåñòâî è f : A → [0, 1] � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîñòðîèòü â ÿâíîì âèäå
íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè f íà X.

3. Ïóñòü X � âïîëíå ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî, F ⊂ X � åãî êîìïàêòíîå
ïîäìíîæåñòâî è P ⊂ X � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñ F . Äî-
êàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f : X → R òàêàÿ,
÷òî f(F ) = {0} è f(P ) = {1}.

4. Âñÿêîå ëè ñ÷åòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî?
5. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ïðîñòðàíñòâå X ðàâíîñèëüíû:
(à) êàæäîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà X íîðìàëüíî;
(á) êàæäîå îòêðûòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà X íîðìàëüíî.
6. Äîêàæèòå, ÷òî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî F íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X

èìååò òèï Gδ (ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ñ÷åòíîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : X → R òàêàÿ,
÷òî F = f−1({0}).

7. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî K âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà X èìååò òèï Gδ (ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ñ÷åòíîãî ÷èñëà îòêðû-
òûõ ìíîæåñòâ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
f : X → R òàêàÿ, ÷òî K = f−1({0}).

8. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîñòðàíñòâî X áûëî êîìïàêòíî, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû èç êàæäîãî ïîêðûòèÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàìè íåêîòîðîé
ôèêñèðîâàííîé áàçû åãî òîïîëîãèè ìîæíî áûëî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðû-
òèå.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
êàæäîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî Y ⊂ X èìååò òî÷êó ïîëíîãî íàêîïëåíèÿ; ïðè
ýòîì x ∈ Y íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïîëíîãî íàêîïëåíèÿ äëÿ Y , åñëè ìîùíîñòü
ïåðåñå÷åíèÿ ëþáîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè y â X ñ ìíîæåñòâîì Y ðàâíà
ìîùíîñòè ñàìîãî ìíîæåñòâà Y .

10. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ íåóáûâàþùèõ îòîáðàæåíèé f : [0, 1] →
[0, 1] ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé èç òèõîíîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ [0, 1][0,1], ÿâ-
ëÿåòñÿ íåìåòðèçóåìûì ñåïàðàáåëüíûì êîìïàêòîì ñ ïåðâîé àêñèîìîé ñ÷åòíî-
ñòè.

11. Ñóùåñòâóåò ëè íåêîìïàêòíîå íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, âñÿêàÿ íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êîòîðîì îãðàíè÷åíà?

12. Ñóùåñòâóåò ëè íåêîìïàêòíîå ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî X òàêîå, ÷òî ëþ-
áàÿ íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ X → Y íà ëþáîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî Y �
ãîìåîìîðôèçì?
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13. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî èìååò áàçó, ìîùíîñòü
êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò ìîùíîñòè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

14. Ïóñòü f1 : X1 → Y1 è f2 : X1 → Y1 � ôàêòîðíûå îòîáðàæåíèÿ òîïîëîãè-
÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Îáÿçàíî ëè èõ ïðîèçâåäåíèå f1 × f2 : X1 ×X2 → Y1 × Y2
áûòü ôàêòîðíûì?

15. Ïóñòü f : X → Y � ôàêòîðíîå îòîáðàæåíèå è id : Z → Z � òîæäåñòâåí-
íîå îòîáðàæåíèå. Âåðíî ëè, ÷òî ïðîèçâåäåíèå f × id : X × Z → Y × Z âñåãäà
ôàêòîðíî?

16. Âåðíî ëè, ÷òî îáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî (çàìêíóòîãî) ìíîæåñòâà ïðè âñÿ-
êîì ôàêòîðíîì îòîáðàæåíèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ îòêðûò (çàìêíóò)?
Âåðíî ëè, ÷òî åñëè îáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî (çàìêíóòîãî) ìíîæåñòâà ïðè íåêî-
òîðîì íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ îòêðûò (çàìêíóò),
òî ýòî îòîáðàæåíèå ôàêòîðíî?

17. Åñëè X � õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî è Y � ñåìåéñòâî åãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâ, òî ïðîñòðàíñòâî Z =

⋂
{Y : Y ∈ Y } ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé

èç X, ãîìåîìîðôíî çàìêíóòîìó ïîäïðîñòðàíñòâó òèõîíîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ∏
{Y : Y ∈ Y }.
18. Âåðíî ëè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîå

åãî áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èìååò â íåì ïðåäåëüíóþ òî÷êó?
19. Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå X =

∏
{Dα : α ∈ A}, ãäå Dα

� êîíå÷íîå äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè, è A
� ïðîèçâîëüíîå áåñêîíå÷íîå èíäåêñíîå ìíîæåñòâî, ãîìåîìîðôíî òèõîíîâñêîìó
ïðîèçâåäåíèþ {0, 1}A.

20. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ñåìåéñòâî íåïóñòûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â òèõîíîâñêîì ïðîèçâåäåíèè ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ñå-
ïàðàáåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

21. Äîêàæèòå îãðàíè÷åííîñòü âñÿêîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà ïðîñòðàí-
ñòâå [0, 1]A \ {x}, ãäå [0, 1]A � òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå îáû÷íûõ îòðåçêîâ,
x ∈ [0, 1]A � ëþáàÿ òî÷êà è A íåñ÷åòíî.

22. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [0, 1] åñòü ïðåäåë
ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ.

23. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ëþáîå êîìïàêòíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, ñîäåðæàùåå X â êà÷åñòâå åãî âñþäó ïëîòíîãî ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåòñÿ
êîìïàêòèôèêàöèåé X. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïàêòèôèêàöèÿ bX íîðìàëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà X ÿâëÿåòñÿ ñòîóí-÷åõîâñêîé êîìïàêòèôèêàöèåé βX ýòîãî ïðîñòðàí-
ñòâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàìûêàíèÿ â bX ëþáûõ äâóõ çàìêíóòûõ â X
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ íå ïåðåñåêàþòñÿ.

24. Ïóñòü X � òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî è Y � åãî çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî. Âåðíî ëè, ÷òî çàìûêàíèå Y â ñòîóí-÷åõîâñêîé êîìïàêòèôèêàöèè βX ïðî-
ñòðàíñòâà X ÿâëÿåòñÿ ñòîóí-÷åõîâñêîé êîìïàêòèôèêàöèåé βY ïðîñòðàíñòâà
Y ?

25. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ëþáîå êîìïàêòíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, ñîäåðæàùåå X â êà÷åñòâå åãî âñþäó ïëîòíîãî ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåòñÿ
êîìïàêòèôèêàöèåé X. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âïîëíå ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî
X ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òèïà Gδ (ò.å. ïåðåñå÷åíèåì ñ÷åòíîãî ÷èñëà îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ) â íåêîòîðîé ñâîåé õàóñäîðôîâîé êîìïàêòèôèêàöèè, òî îíî ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì òèïà Gδ â ëþáîé ñâîåé õàóñäîðôîâîé êîìïàêòèôèêàöèè.
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26. Ïóñòü X � âïîëíå ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî è βX � åãî ñòîóí-÷åõîâñêàÿ
êîìïàêòèôèêàöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî βX \X íå óäîâëåòâîðÿåò ïåð-
âîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè íè â îäíîé ñâîåé òî÷êå.

27. Âåðíî ëè, ÷òî âïîëíå ðåãóëÿðíûå ïðîñòðàíñòâà ãîìåîìîðôíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ãîìåîìîðôíû èõ ñòîóí-÷åõîâñêîé êîìïàêòèôèêàöèè?

28. Äîêàæèòå, ÷òî âïîëíå ðåãóëÿðíûå ïðîñòðàíñòâà ñ ïåðâîé àêñèîìîé ñ÷åò-
íîñòè ãîìåîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãîìåîìîðôíû èõ ñòîóí-÷åõîâñêèå
êîìïàêòèôèêàöèè.

29. Ïóñòü N � áåñêîíå÷íîå ñ÷åòíîå äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî è βN � åãî
ñòîóí-÷åõîâñêàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî íèêàêîå ñ÷åòíîå áåñêîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî, ëåæàùåå â βN \N , íå çàìêíóòî â βN .

30. Ïóñòü N � áåñêîíå÷íîå ñ÷åòíîå äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî è βN � åãî
ñòîóí-÷åõîâñêàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî βN \N íå ñåïàðàáåëüíî.

31. Ïóñòü N � áåñêîíå÷íîå ñ÷åòíîå äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî è βN � åãî
ñòîóí-÷åõîâñêàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî â βN \N íàéäåòñÿ íåñ÷åò-
íîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

32. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ëþáîå êîìïàêòíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, ñîäåðæàùåå X â êà÷åñòâå åãî âñþäó ïëîòíîãî ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåòñÿ
êîìïàêòèôèêàöèåé X. Äîêàæèòå, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ìåòðèçóåìî
ïîëíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òèïà
Gδ (ò.å. ïåðåñå÷åíèåì ñ÷åòíîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ) â íåêîòîðîé ñâîåé
êîìïàêòèôèêàöèè.

33. Âåðíî ëè, ÷òî èç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
ìîæíî âûäåëèòü ñ÷åòíîå ïîäïîêðûòèå?

34. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå õàóñäîðôîâî ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî
ìîæíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî è íåïðåðûâíî îòîáðàçèòü íà íåêîòîðûé õàóñäîðôîâ
êîìïàêò.

35. Îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè
îáðàç âñÿêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè îòêðûò. Äîêàæèòå,
÷òî T1-ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íåêîòîðîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè
íåïðåðûâíîì îòêðûòîì îòîáðàæåíèè.

36. Îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè
îáðàç âñÿêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè îòêðûò. Âåðíî ëè,
÷òî ëþáîé õàóñäîðôîâ êîìïàêò, ÿâëÿþùèéñÿ îáðàçîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ïðè íåïðåðûâíîì îòêðûòîì îòîáðàæåíèè, ìåòðèçóåì?

37. Îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè
îáðàç âñÿêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè îòêðûò. Äîêàæèòå,
÷òî ëþáîé õàóñäîðôîâ êîìïàêò, ÿâëÿþùèéñÿ îáðàçîì ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà ïðè íåïðåðûâíîì îòêðûòîì îòîáðàæåíèè, ìåòðèçóåì.

38. Îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè
îáðàç âñÿêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè îòêðûò. Âåðíî ëè,
÷òî åñëè f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòêðûòîå îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî ïðîîáðàç
êàæäîé òî÷êè êîìïàêòåí, è ïðîñòðàíñòâî Y êîìïàêòíî, òî X òîæå êîìïàêòíî?

39. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → X íàçûâàåòñÿ ðåòðàêöèåé, åñëè ñóæå-
íèå f íà Y = f(X) � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Y íà ñåáÿ. Ïðè ýòîì Y
íàçûâàåòñÿ ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà X. Äîêàæèòå, ÷òî

(à) ëþáîé ðåòðàêò õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà çàìêíóò;
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(á) f : X → X � ðåòðàêöèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f íåïðåðûâíî è
f ◦ f = f .

40. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñ÷åòíîãî T1-ïðîñòðàíñòâà, íå ñîäåðæàùåãî íåòðèâè-
àëüíûõ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.


