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Ëåêöèÿ 1. Àêñèîìû ZFC

Ðóáåæ XIX�XX âåêîâ: êðèçèñ îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè.

Ïðîãðàììà Ãèëüáåðòà

• Ôîðìàëèçàöèÿ âñåé ìàòåìàòèêè: âñå ìàòåìàòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ äîëæíû áûòü íàïè-
ñàíû íà òî÷íîì ôîðìàëüíîì ÿçûêå è óïðàâëÿòüñÿ ÷åòêî îïðåäåë¼ííûìè ïðàâèëàìè.

• Ïîëíîòà: äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî âñå èñòèííûå ìàòåìàòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ ìîãóò áûòü
ôîðìàëüíî äîêàçàíû.

• Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü: äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî â ôîðìàëèçìå ìàòåìàòèêè íå ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî íèêàêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ. Æåëàòåëüíî, ÷òîáû îíî èñïîëüçîâàëî òîëüêî ¾êîíå÷-
íûå¿ ðàññóæäåíèÿ î êîíå÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòàõ.

• Ýêîíîìíîñòü: ëþáîé ðåçóëüòàò î ¾ðåàëüíûõ îáúåêòàõ¿, ïîëó÷åííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðàññóæäåíèé îá ¾èäåàëüíûõ îáúåêòàõ¿ (òàêèõ êàê íåñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà), ìîæåò áûòü
äîêàçàí áåç èñïîëüçîâàíèÿ èäåàëüíûõ îáúåêòîâ.

• Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü: äëÿ ëþáîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâóåò
àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé åãî èñòèííîñòü èëè ëîæíîñòü.

Ôîðìàëüíàÿ ñèñòåìà (ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ, äåäóêòèâíàÿ ñèñòåìà) � ýòî ñîâîêóïíîñòü àá-
ñòðàêòíûõ îáúåêòîâ âìåñòå ñ ÷èñòî ñèíòàêñè÷åñêèìè ïðàâèëàìè îïåðèðîâàíèÿ ñèìâîëàìè.

Ôîðìàëüíàÿ ñèñòåìà ñ÷èòàåòñÿ îïðåäåë¼ííîé, åñëè

• çàäàíî êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå ÷èñëî ïðîèçâîëüíûõ ñèìâîëîâ (ÿçûê);

• âûäåëåíû êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ (âûðàæåíèÿ), êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ ôîð-
ìóëàìè;

• âûäåëåíû ôîðìóëû, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ àêñèîìàìè;

• çàäàíî êîíå÷íîå ÷èñëî îòíîøåíèé ìåæäó ôîðìóëàìè, íàçûâàåìûõ ïðàâèëàìè âûâîäà.

Ìû âîçüì¼ì çà îñíîâó àêñèîìàòè÷åñêóþ ôîðìàëüíóþ ñèñòåìó (ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà), ãäå
îñíîâíîå óäàðåíèå äåëàåòñÿ íà àêñèîìû, à ïðàâèëà âûâîäà ñâåäåíû ê ìèíèìóìó; áûâàþò åù¼,
íàïðèìåð, ñèñòåìû åñòåñòâåííîãî âûâîäà (ãåíöåíîâñêîãî òèïà), ãäå àêñèîì íåò âîîáùå, íî
ìíîãî ïðàâèë âûâîäà.

Ëîãèêà ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ëîãèêà âûñêàçûâàíèé

ßçûê ëîãèêè âûñêàçûâàíèé:

• ñèìâîëû P , Q, R, . . . äëÿ ¾ïåðâè÷íûõ âûñêàçûâàíèé¿ (àòîìîâ) ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû,
êîòîðûå èãðàþò ðîëü ïåðåìåííûõ;

• ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñâÿçêè � ñèìâîëû

∧ � êîíúþíêöèÿ (ëîãè÷åñêîå ¾è¿),

∨ � äèçúþíêöèÿ (ëîãè÷åñêîå ¾èëè¿),
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¬ � îòðèöàíèå (ëîãè÷åñêîå ¾íå¿),

→ � èìïëèêàöèÿ (¾âëå÷¼ò çà ñîáîé¿);

• ñëóæåáíûå ñèìâîëû � ñêîáêè ( è ).

Ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóðñèâíî:

1) âñå àòîìû � ôîðìóëû;

2) åñëè A è B � ôîðìóëû, òî A ∧B, A ∨B, ¬A è A→ B � ôîðìóëû.

Ñîãëàøåíèå î ñêîáêàõ: (A) A, (A∧B)∧C  A∧B∧C, (A∨B)∨C  A∨B∨C. Ñêîáêè òàêæå îïóñêàþòñÿ,
åñëè èõ ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ïî ïðèîðèòåòàì: ¬, ∧, ∨, →.

Äëèíà ôîðìóëû � ÷èñëî ñèìâîëîâ (ñ÷èòàÿ ïîâòîðåíèÿ è îïóùåííûå ñêîáêè).

Òàâòîëîãèè

Ââåä¼ì äâà ¾âíåøíèõ¿ ñèìâîëà È (¾èñòèíà¿) è Ë (¾ëîæü¿). Èñòèííîñòíàÿ îöåíêà íà ìíîæå-
ñòâå P ïåðâè÷íûõ âûñêàçûâàíèé � ýòî ëþáàÿ ôóíêöèÿ ν : P → {È,Ë}. Äëÿ êàæäîé èñòèí-
íîñòíîé îöåíêè îïðåäåëÿåòñÿ å¼ ïðîäîëæåíèå ν̄ íà âñå ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû èíäóêöèåé
ïî äëèíå ôîðìóëû ñ ïîìîùüþ îáùåèçâåñòíûõ òàáëèö èñòèííîñòè.

Ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ôîðìóëà A íàçûâàåòñÿ òàâòîëîãèåé, åñëè ν̄(A) = È äëÿ ëþáîé èñòèí-
íîñòíîé îöåíêè ν : P → {È,Ë}.

Òàâòîëîãèè èãðàþò ðîëü àêñèîì â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé. Äîñòàòî÷íûé íàáîð òàâòîëîãèé:

A ∧B → A, A ∨ ¬A, (A→ (B → C))→ ((A→ B)→ (A→ C)),

A ∧B → B, A→ (B → A), (A→ C)→ ((B → C)→ ((A ∨B)→ C)),

A→ (A ∨B), ¬A→ (A→ B), (A→ B)→ ((A→ ¬B)→ ¬A).

B → (A ∨B) A→ (B → (A ∧B)),

Åäèíñòâåííîå ïðàâèëî âûâîäà â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé � modus ponens, èëè ïðàâèëî îòäå-
ëåíèÿ, � ïåðåõîä îò ëþáûõ äâóõ ôîðìóë âèäà A è A→ B ê îäíîé ôîðìóëå B. Çàïèñü: A, A→B

B
.

ßçûê ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà

• ñèìâîëû x, y, z, u, v . . . äëÿ ïåðåìåííûõ;

• ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñâÿçêè;

• ñëóæåáíûå ñèìâîëû � ñêîáêè ( è ) è çàïÿòàÿ;

• ñèìâîë ðàâåíñòâà =;

• êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ ∃ (¾ñóùåñòâóåò¿) è âñåîáùíîñòè ∀ (¾äëÿ âñåõ¿);

• ñèãíàòóðà � íàáîð Σ íåëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, êîòîðûé ìîæåò âêëþ÷àòü ïðåäèêàòíûå
ñèìâîëû è ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû, êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîïîñòàâëåíà ¾àðíîñòü¿ �
÷èñëî àðãóìåíòîâ. 0-àðíûå ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû íàçûâàþòñÿ òàêæå êîíñòàíòíûìè
ñèìâîëàìè.

4



Òåðìû ñèãíàòóðû Σ îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóðñèâíî:

1) âñå ñèìâîëû ïåðåìåííûõ è êîíñòàíòíûå ñèìâîëû � òåðìû;

2) åñëè t1, . . . , tn � òåðìû è f � n-àðíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë èç Σ, òî âûðàæåíèå
f(t1, . . . , tn) � òåðì.

Ôîðìóëû ïåðâîãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóðñèâíî:

1) ëþáîå âûðàæåíèå âèäà (t1 = t2) è âèäà R(t1, . . . , t2), ãäå ti � òåðìû è R � n-àðíûé
ïðåäèêàòíûé ñèìâîë � ôîðìóëû (îíè íàçûâàþòñÿ àòîìíûìè ôîðìóëàìè èëè àòîìàìè);

2) åñëè ϕ è ϕ � ôîðìóëû, òî ϕ ∧B, ϕ ∨B, ¬A è ϕ→ B � ôîðìóëû;

3) åñëè ϕ � ôîðìóëà è x � ñèìâîë ïåðåìåííîé, òî (∃xϕ) è (∀xφ) � ôîðìóëû.

Ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ôîðìóëû φ îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

1) åñëè ϕ � àòîì, òî ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ôîðìóë ϕ è ¬ϕ � ýòî âñå ïåðåìåííûå, êîòîðûå
âñòðå÷àþòñÿ â ϕ;

2) ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ôîðìóë ϕ ∧ B, ϕ ∨ B è ϕ → B � ýòî {ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå
ϕ} ∪ {ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ψ};

3) ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ôîðìóë (∃xϕ) è (∀xφ) � ýòî âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ôîðìóëû
ϕ, êðîìå x.

Êîãäà ïèøóò ϕ(x1, . . . , xn), îáû÷íî èìåþò â âèäó, ÷òî âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ôîðìóëû
ñîäåðæàòñÿ ñðåäè x1, . . . , xn.

Âûñêàçûâàíèå (èëè ïðåäëîæåíèå) � ýòî ëþáàÿ ôîðìóëà, íå ñîäåðæàùàÿ ñâîáîäíûõ ïåðå-
ìåííûõ.

Ëîãè÷åñêèå àêñèîìû ïåðâîãî ïîðÿäêà

• Âñå òàâòîëîãèè.

• Àêñèîìû ðàâåíñòâà:

� (x = x), (x = y)→ (y = x), (x = y) ∧ (y = x)→ (x = z);

� äëÿ ëþáîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà f (x = y)→ (f(. . . , x, . . . ) = f(. . . , y, . . . ));

� äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ, â êîòîðîé x ñâîáîäíà, (x = y)→ (ϕ(. . . , x, . . . )→ ϕ(. . . , y, . . . )),
åñëè y îñòà¼òñÿ ñâîáîäíîé.

• Âñå ôîðìóëû âèäà (∀xϕ(x))→ ϕ(t/x) è ϕ(t/x)→ ∃xϕ(x)

(ϕ(t/x) � ôîðìóëà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé t âìåñòî ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé

x, t� ëþáîé òåðì, íè îäíà ïåðåìåííàÿ êîòîðîãî íå ñòàíîâèòñÿ ñâÿçàííîé â ïðîöåññå ïîäñòàíîâêè).
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Ïðàâèëà âûâîäà â ëîãèêå ïåðâîãî ïîðÿäêà:

• Modus ponens (ïðàâèëî îòäåëåíèÿ): A, A→B
B

.

• Ïðàâèëà îáîáùåíèÿ: åñëè ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â ôîðìóëó ϕ â êà÷åñòâå ñâîáîäíîé ïå-
ðåìåííîé, òî

ϕ→ψ(x)
ϕ→∀yψ(y) è ψ(x)→ϕ

∃yψ(y)→ϕ .

Ìîäåëè è âûâîäèìîñòü

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèãíàòóðû Σ, èëè Σ-ñèñòåìà, � ýòî ïàðà (M,σ),
ãäå M � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è σ � îòîáðàæåíèå ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ Σ òàêîå, ÷òî

• åñëè R ∈ Σ � n-àðíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, òî σ(R) � n-ìåñòíîå îòíîøåíèå íà M (ò.å.
σ(R) ⊂Mn);

• åñëè f ∈ Σ � n-àðíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë, òî σ(f) � îòîáðàæåíèå Mn → M (ò.å.
σ(f) ⊂Mn+1 è åñëè (x1, . . . , xn, x), (x1, . . . , xn, y) ∈ σ(f), òî x = y);

• â ÷àñòíîñòè, åñëè c ∈ Σ � êîíñòàíòíûé ñèìâîë, òî σ(c) ∈M .

M � íåñóùåå ìíîæåñòâî, σ � ñåìàíòè÷åñêàÿ (èíòåðïðåòèðóþùàÿ) ôóíêöèÿ. Îáû÷íî àëãåá-
ðàè÷åñêóþ ñèñòåìó îòîæäåñòâëÿþò ñ íåñóùèì ìíîæåñòâîì è âìåñòî (M,σ) ïèøóò ïðîñòî M
(íàëè÷èå ñåìàíòè÷åñêîé ôóíêöèè ïîäðàçóìåâàåòñÿ), à âìåñòî σ(R) èëè σ(f) � RM èëè fM .

Òåïåðü, êîãäà ìû ïðîèíòåðïðåòèðîâàëè âñå ïðåäèêàòíûå è ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû â ñè-
ñòåìå M , âûÿñíèì, ÷åìó â ýòîé ñèñòåìå ñîîòâåòñòâóþò òåðìû � ñèìâîëû ïåðåìåííûõ è êîí-
ñòàíò, âûðàæåíèÿ âèäà f(x1, . . . , xn), ãäå f � n-àðíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë è x1, . . . , xn �
ñèìâîëû ïåðåìåííûõ èëè êîíñòàíò, âûðàæåíèÿ âèäà g(y1, . . . , yk), ãäå g � k-àðíûé ôóíêöèî-
íàëüíûé ñèìâîë è y1, . . . , yk � ñèìâîëû ïåðåìåííûõ èëè êîíñòàíò èëè âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííûå
íà ïðåäûäóùåì øàãå (âîçìîæíî, g = f è n = k), è ò.ä.

Ïîäñòàíîâêà â ñèñòåìå M äëÿ ñèãíàòóðû Σ � ýòî îòîáðàæåíèå s èç ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ
ñèãíàòóðû Σ âM . Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîäñòàíîâêà � ýòî ïðîñòî ïðèïèñûâàíèå êàæäîìó ñèìâîëó
ïåðåìåííîé êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ èç M .

Äëÿ êàæäîãî òåðìà t ñèãíàòóðû Σ ðåêóðñèâíî îïðåäåëÿåòñÿ åãî èíòåðïðåòàöèÿ � îòîáðà-
æåíèå tM âñåõ ïîäñòàíîâîê â ýëåìåíòû M : äëÿ êàæäîé ïîäñòàíîâêè s

• åñëè t � êîíñòàíòíûé ñèìâîë c, òî tM(s) = cM ;

• åñëè t � ïåðåìåííàÿ x, òî tM(s) = s(x);

• åñëè t = f(t1, . . . , tn), òî tM(s) = fM(tM1 (s), . . . , tMn (s)).

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå tM ïðîñòî îïðåäåëÿåò, êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþò ôóíêöèè fM , êîãäà

èõ àðãóìåíòû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, îïðåäåë¼ííûå êàæäîé êîíêðåòíîé ïîäñòàíîâêîé.

×åðåç s(a/v) îáîçíà÷èì ïîäñòàíîâêó s′, êîòîðàÿ ïðèïèñûâàåò çíà÷åíèå a ïåðåìåííîé v, à â
îñòàëüíîì ñîâïàäàåò ñ s.

Ïóñòü M � Σ-ñèñòåìà è ϕ � ôîðìóëà ñèãíàòóðû Σ. Îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè åñòåñòâåííîå
îòíîøåíèå M |= ϕ[s] (ϕ âûïîëíÿåòñÿ â M ïðè ïîäcòàíîâêå s):

6



• M |= (t1 = t2)[s] îçíà÷àåò, ÷òî tM1 (s) ñîâïàäàåò ñ tM2 (s);
• M |= R(t1, . . . , tn)[s] � ÷òî (tM1 (s), . . . , tMn (s)) ∈ RM ;
• M |= ¬ϕ[s] � ÷òî M |= ϕ[s] íå âûïîëíÿåòñÿ;
• M |= (ϕ→ ψ)[s] � ÷òî ëèáî M |= ¬ϕ[s], ëèáî M |= ψ[s];
• M |= (ϕ ∧ ψ)[s] � ÷òî M |= ϕ[s] è M |= ψ[s];
• M |= (ϕ ∨ ψ)[s] � ÷òî ëèáî M |= ϕ[s], ëèáî M |= ψ[s];
• M |= (∃xϕ)[s] � ÷òî M |= ϕ[s(a/x)] äëÿ íåêîòîðîãî a ∈M ;
• M |= (∀xϕ)[s] � ÷òî äëÿ âñåõ a ∈M âûïîëíåíî M |= ϕ[s(a/x)].

Ñïðàâåäëèâîñòü M |= ϕ[s] çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèé s(x) äëÿ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ â ϕ.
Åñëè ϕ � âûñêàçûâàíèå, ïèøåì M |= ϕ.

Îïðåäåëåíèå 1. (Ôîðìàëüíîå) äîêàçàòåëüñòâî (âûâîä) ôîðìóëû ϕ èç íàáîðà âûñêàçûâàíèé
A � ýòî êîíå÷íûé ñïèñîê ôîðìóë ψ1, . . . , ψn = ϕ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëèáî ÿâëÿåòñÿ íåêîòî-
ðîé àêñèîìîé ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà, ëèáî âõîäèò â íàáîð A, ëèáî ïîëó÷åíà ïî îäíîìó èç
òð¼õ ïðàâèë âûâîäà èç ôîðìóë, ïðåäøåñòâóþùèõ åé â ýòîì ñïèñêå. Åñëè ôîðìóëà ϕ èìååò
äîêàçàòåëüñòâî, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî ϕ âûâîäèìà èç A è ïèøåì A ` ϕ.

Òåîðèÿ T ñîñòîèò èç ôèêñèðîâàííîé ñèãíàòóðû è íàáîðà âûñêàçûâàíèé â ýòîé ñèãíàòóðå.
Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàí ñïèñîê àêñèîì � âûñêàçûâàíèé, êîòîðûå ïîðîæäàþò òåîðèþ
(ò.å. ëþáîå âûñêàçûâàíèå èç T âûâîäèòñÿ èç àêñèîì), è ÷òî T âêëþ÷àåò âñå âûñêàçûâàíèÿ,
âûâîäèìûå èç àêñèîì.

Òåîðèÿ (íàáîð ôîðìóë) T íåïðîòèâîðå÷èâà, åñëè íå ñóùåñòâóåò ôîðìóëû ϕ, äëÿ êîòîðîé
T ` ϕ è T ` ¬ϕ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìà M íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ íàáîðà ôîðìóë T , åñëè M |= ϕ äëÿ âñåõ
ϕ ∈ T .

Òåîðèÿ ìíîæåñòâ

Ñèãíàòóðà òåîðèè ìíîæåñòâ ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà ∈.

Ñèñòåìà àêñèîì ZFC (Zermelo�Fraenkel�choice)

• Àêñèîìà ñóùåñòâîâàíèÿ: ìíîæåñòâà ñóùåñòâóþò.

∃x(x = x)

• Àêñèîìà îáú¼ìíîñòè: äâà ìíîæåñòâà ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäíè è
òå æå ýëåìåíòû, ò.å. êàæäûé ýëåìåíò îäíîãî ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæèò äðóãîìó è íàîáîðîò.

∀X∀Y (∀z(z ∈ X ↔ z ∈ Y )→ X = Y )

• Ñõåìà àêñèîì âûäåëåíèÿ: ëþáîìó ìíîæåñòâó X è ëþáîìó ñâîéñòâó ϕ îòâå÷àåò ìíîæåñòâî
Y , ñîñòîÿùåå â òî÷íîñòè èç òåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì ϕ.

Åñëè ϕ � ôîðìóëà, ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå êîòîðîé ñîäåðæàòñÿ

ñðåäè X, z, u1, . . . , un, òî ∀X∀u1, . . . , un∃Y ∀z(z ∈ Y ↔ z ∈ X ∧ ϕ)

Ìíîæåñòâî âñåõ y ∈ X, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ϕ, îáîçíà÷àåòñÿ
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{y ∈ X : ϕ(y)}.
Ïî òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì áûâàåò óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìíîæåñòâ x, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíåíî äàííîå ñâîéñòâî-ôîðìóëà ϕ(x). Òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü íàçûâàåòñÿ êëàññîì. Çàïèñü:

x ∈ C ↔ ϕ(x) èëè C = {x : ϕ(x)}.

Êëàññû C = {x : ϕ(x)} è D = {x : ψ(x)} ðàâíû, åñëè ∀x(ϕ(x) = ψ(x)). Êëàññ, êîòîðûé íå ðàâåí íèêàêîìó
ìíîæåñòâó, íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì. Óíèâåðñàëüíûé êëàññ V � ýòî êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ:

V = {x : x = x}.
Èñïîëüçóÿ àêñèîìó îáú¼ìíîñòè è ñõåìó àêñèîì âûäåëåíèÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü

• ïåðåñå÷åíèå X ∩ Y = {z ∈ X : z ∈ Y },
• ðàçíîñòü X \ Y = {z ∈ X : z /∈ Y },
• ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ = {y ∈ X : y 6= y}.

• Àêñèîìà ïàðû: äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ x è y ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî z = {x, y}, ñîñòîÿùåå
èç äâóõ ýëåìåíòîâ � x è y (íåóïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ýëåìåíòîâ x è y).

∀x∀y∃z(x ∈ z ∧ y ∈ z)
Èñïîëüçóÿ àêñèîìó îáú¼ìíîñòè è àêñèîìó ïàðû, ìîæíî îïðåäåëèòü

• íåóïîðÿäî÷åííóþ ïàðó {x, y},
• îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî {x} = {x, x},
• óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (x, y) = {{x}, {x, y}},
• óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó (x, y, z) = ((x, y), z),

• . . .

• Àêñèîìà îáúåäèíåíèÿ: äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ F ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî X =⋃
F � îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà F ; åãî ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè âñå ýëåìåíòû

ìíîæåñòâ-ýëåìåíòîâ ñåìåéñòâà F .

∀F∃X∀Y ∀x(x ∈ Y ∧ Y ∈ F → x ∈ X).

Îáîçíà÷åíèÿ: X ∪ Y =
⋃
{X,Y }, X ∪ Y ∪ Z =

⋃
{X,Y, Z} è ò.ä.

• Ñõåìà àêñèîì ïîäñòàíîâêè (çàìåùåíèÿ): åñëè ϕ(x, y) � ôîðìóëà ñ äâóìÿ ñâîáîäíûìè ïå-
ðåìåííûìè, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà a ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî b òàêîå,
÷òî ϕ(a, b) � èñòèííîå âûñêàçûâàíèå, òî äëÿ ëþáîãî äàííîãî ìíîæåñòâà X îïðåäåëåíî
ìíîæåñòâî Y , ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òå è òîëüêî òå ìíîæåñòâà y, äëÿ êîòîðûõ
ϕ(x, y) èñòèííî ïðè íåêîòîðîì x ∈ X.

∀x∀y∀z(ϕ(x, y) ∧ ϕ(x, z)→ y = z)→
→ ∀X∃Y (∀x ∈ X)∀y(ϕ(x, y)→ y ∈ Y )

Çäåñü ôîðìóëó ϕ ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê êëàññ-îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîìó a ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå

òî åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî b, äëÿ êîòîðîãî âûñêàçûâàíèå ϕ(a, b) èñòèííî; òîãäà Y � íå ÷òî èíîå êàê

îáðàç ìíîæåñòâà X ïðè ýòîì ¾îòîáðàæåíèè¿.

• Àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè: ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèò (â êà÷åñòâå ýëåìåíòà)
∅ è âìåñòå ñ êàæäûì ýëåìåíòîì x ñîäåðæèò è ýëåìåíò S(x) = x∪{x} (x∪{x}� ìíîæåñòâî,
ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà x è ñàìî ìíîæåñòâî x).

∃X((∅ ∈ X) ∧ ∀x(x ∈ X → (x ∪ {x}) ∈ X))

Èç àêñèîì îáú¼ìíîñòè, áåñêîíå÷íîñòè è âûäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå
èç ýëåìåíòîâ ∅ (îáîçíà÷åíèå: 0), {∅} (îáîçíà÷åíèå: 1), {∅, {∅}} (îáîçíà÷åíèå: 2), {∅, {∅}, {∅, {∅}}}
(îáîçíà÷åíèå: 3), {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}} (îáîçíà÷åíèå: 4), . . . .
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Íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî Y ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà X (îáîçíà÷åíèå: Y ⊂ X), åñëè ∀y(y ∈
Y → y ∈ X). Åñëè Y ⊂ X è ¬(Y = X), òî Y íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì
(îáîçíà÷åíèå: Y ( X).

• Àêñèîìà ìíîæåñòâà ïîäìíîæåñòâ: äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Y ,
ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X.

∀X∃Y ∀z(z ⊂ X → z ∈ Y )

Äëÿ ìíîæåñòâà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ P(X), 2X è expX.

Àêñèîìà ìíîæåñòâà ïîäìíîæåñòâ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü

äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå X × Y äâóõ (è ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà) ìíîæåñòâ X è Y , à òàêæå ïîíÿòèÿ
îòíîøåíèé è îòîáðàæåíèé:

X × Y = {z ∈P(P(X ∪ Y ) : (∃x ∈ X)(∃y ∈ Y )(z = (x, y))}.

Ìíîæåñòâî R íàçûâàåòñÿ (áèíàðíûì) îòíîøåíèåì, åñëè R ⊂ X × Y äëÿ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ X è Y .
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ R � ýòî ìíîæåñòâà

domR = {x ∈ X : ∃y((x, y) ∈ R)} è ranR = {y ∈ Y : ∃x((x, y) ∈ R)}.

Îòíîøåíèå f íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì (èëè ôóíêöèåé), åñëè

∀x∀y∀x(((x, y) ∈ f) ∧ ((x, z) ∈ f)→ y = z).

Â ñëó÷àå, êîãäà dom f = X, èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå f : X → Y .

Ìíîæåñòâà ìîæíî âîçâîäèòü â ñòåïåíü:

Y X = {f ⊂ X × Y : f � ôóíêöèÿ, dom f = X, ran f ⊂ Y }.

• Àêñèîìà ðåãóëÿðíîñòè (ôóíäèðîâàíèÿ): êàæäîå íåïóñòîå ìíîæåñòâîX ñîäåðæèò ýëåìåíò
x òàêîé, ÷òî X ∩ x = ∅.
∀X(¬(X = ∅)→ (∃x ∈ X)(x ∩X = ∅)

Ñëåäñòâèå: íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ

x0, x1, x2, . . . òàêîé, ÷òî x0 3 x1 3 x2 3 . . . (â ÷àñòíîñòè, 6 ∃X(X ∈ X)) �

äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü X = {x0, x1, x2, . . . } è ïðèìåíèòü àêñèîìó. Èç

àêñèîìû âûáîðà ñëåäóåò, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå: èç íåñóùåñòâîâàíèÿ

áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x0 3 x1 3 x2 3 . . . âûòåêàåò àêñèîìà
ðåãóëÿðíîñòè � èíà÷å (∃X 6= ∅)(∀x ∈ X)(x ∩X 6= ∅) è ïî àêñèîìå

âûáîðà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî {x0, x1, x2, . . . }, â êîòîðîì

x0 ∈ X, x1 ∈ X ∩ x0, x2 ∈ X ∩ x1 è ò.ä.

• Àêñèîìà âûáîðà (AC ): äëÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà F íåïóñòûõ ìíîæåñòâ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
âûáîðà íà F , ò.å. îòîáðàæåíèå f : F →

⋂
F ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî f(X) ∈ X äëÿ êàæäîãî

X ∈ F .

∀F ((∀X ∈ F )(X 6= ∅)→ (∃f : F →
⋃

F )(∀X ∈ F )(f(X) ∈ X))
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Ëåêöèÿ 2. Îðäèíàëû è êàðäèíàëû. Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæå-
ñòâà

Îðäèíàëû è êàðäèíàëû

Ïîðÿäîê

×àñòè÷íûé ïîðÿäîê, èëè ïðîñòî ïîðÿäîê, íà ìíîæåñòâå X � ýòî ïîäìíîæåñòâî ≤ äåêàðòîâà
êâàäðàòà X × X, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè (ìû ïèøåì x ≤ y âìåñòî (x, y) ∈ ≤;
êðîìå òîãî, ìû èíîãäà ïèøåì y ≥ x âìåñòî x ≤ y):

• ((x ≤ y) ∧ (y ≤ z))→ (x ≤ z) (òðàíçèòèâíîñòü);

• ∀x ∈ X(x ≤ x) (ðåôëåêñèâíîñòü);

• ((x ≤ y) ∧ (y ≤ x))→ (x = y) (àíòèñèììåòðè÷íîñòü).

Ìíîæåñòâî X âìåñòå ñ çàäàííûì íà í¼ì ïîðÿäêîì (ò.å. ïàðà (X,≤)) íàçûâàåòñÿ (÷àñòè÷íî)
óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì; ïðî ìíîæåñòâî X ãîâîðÿò, ÷òî îíî (÷àñòè÷íî) óïîðÿäî÷åíî îò-
íîøåíèåì ≤. Çàïèñü x ≤ y ÷èòàåòñÿ ¾ýëåìåíò x íå áîëüøå ýëåìåíòà y¿ èëè ¾ýëåìåíò x íå
ïðåâîñõîäèò ýëåìåíòà y¿, à çàïèñü x ≥ y � ¾ýëåìåíò x íå ìåíüøå ýëåìåíòà y¿.

Äëÿ êàæäîãî ïîðÿäêà ≤ íà X îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå < ñòðî-
ãîãî ïîðÿäêà: x < y, åñëè x ≤ y è x 6= y. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò x ìåíüøå ýëåìåíòà y, à
y áîëüøå x. È íàîáîðîò, ïî ñòðîãîìó ïîðÿäêó < î÷åâèäíûì îáðàçîì âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïîðÿäîê
≤, êîòîðîìó îí ñîîòâåòñòâóåò.

Äâà ýëåìåíòà x è y ìíîæåñòâàX, óïîðÿäî÷åííîãî îòíîøåíèåì ≤, ñðàâíèìû, åñëè ëèáî x ≤ y,
ëèáî y ≤ x. Ýëåìåíòû x è y ñîâìåñòèìû, åñëè ñóùåñòâóåò z ∈ X òàêîé, ÷òî z ≤ x è z ≤ y.

Ãîâîðÿò, ÷òî y ∈ X ëåæèò ìåæäó x ∈ X è z ∈ X, åñëè x ≤ y ≤ z.
Ýëåìåíò x ìíîæåñòâà Y ⊂ X íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì (ìàêñèìàëüíûì) ýëåìåíòîì ýòîãî

ìíîæåñòâà, åñëè ∀y ∈ Y ((y ≤ x)→ (y = x)) (ñîîòâåòñòâåííî ∀y ∈ Y ((x ≤ y)→ (y = x))).
Ýëåìåíò x îãðàíè÷èâàåò ìíîæåñòâî Y ⊂ X ñâåðõó (ñíèçó), èëè ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé (íèæíåé)

ãðàíüþ ìíîæåñòâà Y , åñëè ∀y ∈ Y (y ≤ x) (ñîîòâåòñòâåííî ∀y ∈ Y (x ≤ y)). Åñëè ïðè ýòîì
x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Y , òî îí íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèì (íàèáîëüøèì) ýëåìåíòîì Y è
îáîçíà÷àåòñÿ minY (maxY ).

Ìíîæåñòâî, ó êîòîðîãî åñòü âåðõíÿÿ (íèæíÿÿ, âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ) ãðàíü íàçûâàåòñÿ îãðà-
íè÷åííûì ñâåðõó (îãðàíè÷åííûì ñíèçó, îãðàíè÷åííûì).

Íàèìåíüøàÿ (íàèáîëüøàÿ) âåðõíÿÿ (íèæíÿÿ) ãðàíü ìíîæåñòâà Y , åñëè îíà ñóùåñòâóåò, íà-
çûâàåòñÿ òàêæå òî÷íîé âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíüþ, èëè ñóïðåìóìîì (èíôèìóìîì), ìíîæåñòâà
Y è îáîçíà÷àåòñÿ supY (inf Y ).

Èíòåðâàëîì óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (X,≤) íàçûâàåòñÿ ëþáîå åãî ïîäìíîæåñòâî I ñ
òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ I âñÿêèé ýëåìåíò z ∈ X ìåæäó x è y ïðèíàäëåæèò I.
Èíòåðâàëû áûâàþò âîñüìè òèïîâ:

à) {x : x < a}, ä) {x : a ≤ x ≤ b} = [a, b] ,

á) {x : x ≤ a}, å) {x : a < x < b} = (a, b),

â) {x : a < x}, ¼) {x : a ≤ x < b} = [a, b),

ã) {x : a ≤ x}, æ) {x : a < x ≤ b} = (a, b],

ãäå a, b ∈ I. Èíòåðâàëû òèïà à) íàçûâàþò íà÷àëüíûìè èíòåðâàëàìè.
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Ïîðÿäîê ≤ íà X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè ëþáûå äâà ýëåìåíòà x è y ìíîæåñòâà X ñðàâ-
íèìû. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðà (X,≤) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì, à ïàðà
(X,<) � ñòðîãî ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Ïîðÿäîê ≤ íà X ïîëîí, åñëè îí ëèíååí è ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî Y ⊂ X ñîäåðæèò
íàèìåíüøèé (â Y ) ýëåìåíò. Ïàðà (X,≤), ãäå ≤ � ïîëíûé ïîðÿäîê, íàçûâàåòñÿ âïîëíå óïîðÿ-
äî÷åííûì ìíîæåñòâîì, à ïàðà (X,<) � ñòðîãî âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì. Âñÿêîå
íåïóñòîå âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò (õîòÿ íàèáîëüøèé ýëå-
ìåíò ñóùåñòâîâàòü íå îáÿçàí), è äëÿ âñÿêîãî åãî ýëåìåíòà, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì,
îïðåäåë¼í ýëåìåíò, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèé çà íèì.

Ïîðÿäîê ≤ íà X íàçûâàåòñÿ ôóíäèðîâàíèåì, åñëè ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî Y ⊂ X ñîäåð-
æèò ìèíèìàëüíûé (â Y ) ýëåìåíò.

Íà êàæäîì ïîäìíîæåñòâå Y óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (X,≤) åñòåñòâåííî âîçíèêàåò èí-
äóöèðîâàííûé ïîðÿäîê, èëè ñóæåíèå ïîðÿäêà ≤ íà Y � ýòî ïåðåñå÷åíèå ïîðÿäêà ≤ (êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì X ×X) ñ Y × Y . Êàê ëåãêî âèäåòü, èíäóöèðîâàííûé ïîðÿäîê ëèíååí
èëè ïîëîí, åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäîê ≤ íà X. Â äàëüíåéøåì, ðàññìàòðèâàÿ ïîäìíîæå-
ñòâà óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ, ìû âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ñíàáæåíû èíäóöèðîâàííûì
ïîðÿäêîì.

Îòîáðàæåíèå f : X → Y ìåæäó óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæåñòâàìè (X,≤) è (Y,4) íàçûâàåòñÿ
ïîðÿäêîâûì èçîìîðôèçìîì, à ñàìè ýòè óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà � ïîðÿäêîâî èçîìîðôíûìè,
åñëè f âçàèìíî îäíîçíà÷íî è äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X ñîîòíîøåíèå x ≤ y âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà f(x) 4 f(y). Â ñëó÷àå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ ëþáàÿ ñîõðàíÿþùàÿ
ïîðÿäîê (ò.å. ¾ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ¿) áèåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì èçîìîðôèçìîì.

Òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (X,≤) è (Y,4) � ëþáûå âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Òîãäà ëèáî
ñóùåñòâóåò x∗ ∈ X òàêîé, ÷òî íà÷àëüíûé èíòåðâàë {x ∈ X : x < x∗} ìíîæåñòâà X ïîðÿäêîâî
èçîìîðôåí âïîëíå óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó Y , ëèáî ñóùåñòâóåò y∗ ∈ Y òàêîé, ÷òî âïîëíå
óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî X ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî íà÷àëüíîìó èíòåðâàëó {y ∈ Y : y ≺ y∗}
ìíîæåñòâà Y , ëèáî ñàìè ìíîæåñòâà (X,≤) è (Y,4) ïîðÿäêîâî èçîìîðôíû.

Çàìå÷àíèå 1. 1. Ïóñòü f : P → P � ñîõðàíÿþùåå ïîðÿäîê áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå âïîëíå
óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà P â ñåáÿ. Òîãäà f(x) ≥ x äëÿ êàæäîãî x ∈ P .

2. Âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî íå èçîìîðôíî íèêàêîìó ñâîåìó íà÷àëüíîìó èíòåðâàëó.

Îðäèíàëû

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî S òðàíçèòèâíî, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû âñåõ ñâîèõ
ýëåìåíòîâ: ∀x(x ∈ S → x ⊂ S).

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ îðäèíàëîì (ïîðÿäêîâûì ÷èñëîì), åñëè îíî òðàíçè-
òèâíî è ñòðîãî âïîëíå óïîðÿäî÷åíî îòíîøåíèåì ∈.

Îðäèíàëû îáû÷íî îáîçíà÷àþò áóêâàìè α, β, γ, . . . . Âìåñòî α ∈ β ÷àñòî ïèøóò α < β.
Çàïèñü α ≤ β îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî α ∈ β, ëèáî α = β.

Êëàññ âñåõ îðäèíàëîâ îáîçíà÷àåòñÿ Ord èëè On.
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• Êàæäûé îðäèíàë α � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ îðäèíàëîâ β < α

• α + 1 = α ∪ {α} = ìíîæåñòâî âñåõ îðäèíàëîâ β ≤ α � íàèìåíüøèé îðäèíàë, áîëüøèé α

• Äëÿ ìíîæåñòâà îðäèíàëîâ A
⋃
A = supA (î÷åíü ëåãêî ïðîâåðèòü). Ìíîæåñòâî supA

èíîãäà îáîçíà÷àþò limA.

• Êëàññ îðäèíàëîâ ñîáñòâåííûé (ïî àêñèîìå ðåãóëÿðíîñòè).

Ñàì Êàíòîð ïîíèìàë îðäèíàëû êàê êëàññû ïîðÿäêîâî èçîìîðôíûõ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ
ìíîæåñòâ è íàçûâàë èõ ïîðÿäêîâûìè òèïàìè.

Òåîðåìà 2. Êàæäîå âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (P,≤) ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî åäèíñòâåí-
íîìó îðäèíàëó.

Äîêàçàòåëüñòâî. P âïîëíå óïîðÿäî÷åíî =⇒ ïî àêñèîìå ïîäñòàíîâêè ìîæíî îïðåäåëèòü ìíî-
æåñòâî S îðäèíàëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èçîìîðôåí êàêîìó-íèáóäü íà÷àëüíîìó èíòåðâàëó P .
Îðäèíàë α = supS =

⋃
S èçîìîðôåí P . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, òî ïî òåîðåìå îá

èçîìîðôèçìå ëèáî α èçîìîðôåí íà÷àëüíîìó èíòåðâàëó I ( P (à òîãäà α ∈ α â ïðîòèâîðå÷èå ñ
àêñèîìîé ðåãóëÿðíîñòè), ëèáî P èçîìîðôíî íà÷àëüíîìó èíòåðâàëó α. Ëþáîé íà÷àëüíûé èíòåð-
âàë α � ýòî íåêîòîðûé îðäèíàë β < α, êîòîðûé èçîìîðôåí íà÷àëüíîìó èíòåðâàëó P , à âïîëíå
óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî íå èçîìîðôíî íèêàêîìó ñâîåìó íà÷àëüíîìó èíòåðâàëó. Îòñþäà æå
âûòåêàåò åäèíñòâåííîñòü. �

Îïðåäåëåíèå 5. Îðäèíàë α íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííûì, èëè íåïðåäåëüíûì, åñëè α = β + 1
äëÿ íåêîòîðîãî β. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå α íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì îðäèíàëîì.

Çàìå÷àíèå 2. Îðäèíàë α ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α = supα.

Èç àêñèîì îáú¼ìíîñòè, áåñêîíå÷íîñòè è âûäåëåíèÿ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íàèìåíüøåãî
íåïóñòîãî ïðåäåëüíîãî îðäèíàëà ω. Îðäèíàëû, ìåíüøèå ω (ò.å. ýëåìåíòû ω) íàçûâàþòñÿ íà-
òóðàëüíûìè ÷èñëàìè, à ñàì îðäèíàë ω íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà îáîçíà÷àþòñÿ 0, 1, 2, . . . , i, j, k, l,m, n, . . . .

(Ïðèâû÷íåå áûëî áû ñêàçàòü, ÷òî íàòóðàëüíûå ÷èñëà � íåïóñòûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ω;
èíîãäà, à çà ïðåäåëàìè òåîðèè ìíîæåñòâ ïî÷òè(?) âñåãäà, ïîä ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
èìåþò â âèäó ω \ {∅}, è òîãäà åãî îáîçíà÷àþò N.)

Òðàíñôèíèòíàÿ èíäóêöèÿ è ðåêóðñèÿ

Êàæäûé îðäèíàë ñòðîãî âïîëíå óïîðÿäî÷åí îòíîøåíèåì ∈ =⇒ â êàæäîì íåïóñòîì êëàññå
îðäèíàëîâ åñòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

Ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè:
Ïóñòü C � êëàññ îðäèíàëîâ òàêîé, ÷òî

1. ∅ ∈ C,

2. α ∈ C → α + 1 ∈ C,

3. A ∈ C → supA ∈ C.

Òîãäà C = Ord.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè óòâåðæäåíèå íåâåðíî, òî ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé îðäèíàë α /∈ C, à ýòî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì 1�3. �

Íà ïðàêòèêå ïðèíöèï èíäóêöèè ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü ê ìíîæåñòâàì, à íå êëàññàì ìíîæåñòâ.

Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî êëàññ C çàâåäîìî ñîäåðæèò âñå îðäèíàëû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî.

Òðàíñôèíèòíàÿ ðåêóðñèÿ ïîõîæà íà òðàíñôèíèòíóþ èíäóêöèþ, íî âìåñòî òîãî ÷òîáû äî-
êàçûâàòü, ÷òî ÷òî-òî âåðíî äëÿ âñåõ îðäèíàëîâ, ìû ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáúåêòîâ, ïî
îäíîìó äëÿ êàæäîãî îðäèíàëà.
Ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé ðåêóðñèè:
Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè-êëàññà G : V > V (ãäå V � êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
òðàíñôèíèòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðäèíàëîâ F : Ord→ V òàêàÿ, ÷òî F (α) = G(F |α) äëÿ âñåõ
α ∈ Ord.

Í.Ê. Âåðåùàãèí, À. Øåíü, Íà÷àëà òåîðèè ìíîæåñòâ,

Ìîñêâà: ÌÖÍÌÎ, 2012

Òåîðåìà Öåðìåëî è ëåììà Öîðíà

Òåîðåìà 3. Ëþáîå ìíîæåñòâî ìîæíî âïîëíå óïîðÿäî÷èòü.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü (X,≤) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ó ëþáîãî
ïîäìíîæåñòâà Y ⊂ X, íà êîòîðîì èíäóöèðîâàííûé ïîðÿäîê îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, èìååòñÿ
âåðõíÿÿ ãðàíü. Òîãäà â X åñòü ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò.

Òåîðåìà Öåðìåëî è ëåììà Öîðíà ðàâíîñèëüíû àêñèîìå âûáîðà â òîì ñìûñëå, ÷òî

ZFC ` ZF + òåîðåìà Öåðìåëî, ZF + òåîðåìà Öåðìåëî ` ZFC

è
ZFC ` ZF + ëåììà Öîðíà, ZF + ëåììà Öîðíà ` ZFC.

Ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé ðåêóðñèè ðàâíîñèëåí ñõåìå àêñèîì ïîäñòàíîâêè â òîì æå ñìûñëå.

Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ëåììû Öîðíà.

Òåîðåìà 5. Â ëþáîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V èìååòñÿ áàçèñ. Áîëåå òîãî, âñÿêîå ëèíåéíî
íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ â V ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà.

Òåîðåìà 6 (Îðèãèíàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà ëåììû Öîðíà). Ïóñòü X � ñåìåéñòâî ìíî-
æåñòâ ñî ñâîéñòâîì: åñëè Y ⊂ X òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáûõ X, Y ∈ Y ëèáî X ⊂ Y , ëèáî Y ⊂ X,
òî
⋃

Y ∈X . Òîãäà â ñåìåéñòâå X åñòü ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå X ñåìåéñòâî âñåõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â V ,
ñîäåðæàùèõ äàííîå ìíîæåñòâî S. Ïóñòü Y ⊂ X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ â ëåììå. Âîçüì¼ì
ëþáûå n ∈ N è x1, . . . ,xn ∈

⋃
Y . Äëÿ i ∈ N íàéä¼ì Si ∈ Y , äëÿ êîòîðûõ xi ∈ Si. Ïî óñëîâèþ

íà Y ìíîæåñòâà S1, . . . ,Sn ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ïî âêëþ÷åíèþ. Ïóñòü Sk1 ⊂ Sk2 ⊂ · · · ⊂ Skn .
Òîãäà x1, . . . ,xn ∈ Skn . Ìíîæåñòâî Skn ëèíåéíî íåçàâèñèìî =⇒ x1, . . . ,xn ëèíåéíî íåçàâèñèìû
=⇒

⋃
Y ëèíåéíî íåçàâèñèìî. Ëåììà Öîðíà =⇒ â X åñòü ìàêñèìàëüíîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå

ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå S. �
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Ïîíÿòèå âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà è òåîðåìà Öåðìåëî ïîçâîëÿþò ðàñïðîñòðàíèòü
ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè íà ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà. Ïóñòü X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî
è ϕ(x) � ëþáîå âûñêàçûâàíèå îá ýëåìåíòàõ X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì óäàëîñü ââåñòè ïîëíûé
ïîðÿäîê ≤ íà X òàê, ÷òî ìû óìååì äîêàçûâàòü ϕ(x0) äëÿ íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà x0 è óìååì
âûâîäèòü óòâåðæäåíèå ϕ(x) èç óòâåðæäåíèÿ ¾ϕ(y) âåðíî äëÿ âñåõ y < x¿. Òîãäà ìû ñìåëî
ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå ϕ(x) âåðíî äëÿ âñåõ x ∈ X. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå
òàê, ò.å. åñëè ìíîæåñòâî {x ∈ X : ϕ(x) íåâåðíî} íåïóñòî, òî ìû ìîæåì âçÿòü íàèìåíüøèé
ýëåìåíò â ýòîì ìíîæåñòâå è ñðàçó ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå.

Òî æå ðàññóæäåíèå ðàáîòàåò â ñëó÷àå, êîãäà ≤ � ôóíäèðîâàíèå: åñëè ϕ(x0) âåðíî äëÿ âñåõ
ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ x0 è èç óòâåðæäåíèÿ ¾äëÿ ëþáîãî y < x ϕ(y) âåðíî¿ âûâîäèòñÿ
ϕ(x), òî ϕ(x) âåðíî äëÿ âñåõ x ∈ X � åñëè {x ∈ X : ϕ(x) íåâåðíî} 6= ∅, òî ñóùåñòâîâàíèå
ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà â ýòîì ìíîæåñòâå ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Êàðäèíàëû

Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà X Êàíòîð îïðåäåëÿë ìîùíîñòü |X| êàê êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ, íàõîäÿ-
ùèõñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ X (|X| = |Y |, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ X � Y ).
Ìîùíîñòè ñðàâíèâàþòñÿ òàê:

|X| ≤ |Y |, åñëè ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ X → Y

(èëè ñþðúåêöèÿ Y → X)

Òåîðåìà 7 (Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà�Øð¼äåðà). Åñëè |X| ≤ |Y | è |Y | ≤ |X|, òî |X| = |Y |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè X1 ⊂ Y ⊂ X è |X1| = |X|, òî |X| = |Y |. Ïóñòü
f : X → X1 � áèåêöèÿ. Ïîëîæèì

X0 = X, X1 = f(X0), X2 = f(X1), . . . ;

Y0 = Y, Y1 = f(Y0), Y2 = f(Y1), . . . .

Äëÿ x ∈ X ïîëîæèì g(x) =

{
f(x), åñëè ∃n ∈ ω: x ∈ Xn \ Yn,
x â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îòîáðàæåíèå g : X → Y � áèåêöèÿ.
�
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Îïðåäåëåíèå 6. Ìîùíîñòü |X| ìíîæåñòâà X � ýòî íàèìåíüøèé îðäèíàë α, äëÿ êîòîðîãî
ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ X � α.

Îïðåäåëåíèå 7. Îðäèíàë α íàçûâàåòñÿ êàðäèíàëîì, åñëè íå ñóùåñòâóåò áèåêöèè ìåæäó α è
β íè äëÿ êàêîãî îðäèíàëà β < α.

Êàðäèíàëû îáîçíà÷àþòñÿ áóêâàìè κ, λ, . . . .
Êàðäèíàëû íàçûâàþòñÿ òàêæå àëåôàìè. Êàíòîð èñïîëüçîâàë äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèå ℵα, α ∈

Ord:

• ℵ0 = ω,

• ℵα+1 = íàèìåíüøèé êàðäèíàë, áîëüøèé ℵα,

• äëÿ ïðåäåëüíîãî îðäèíàëà α ℵα = supβ<α ℵβ.

Ñåé÷àñ íàðàâíå ñ ℵα èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå ωα (êîòîðîå ñàì Êàíòîð èñïîëüçîâàë òîëüêî
äëÿ îðäèíàëîâ):

• ω0 = ω,

• ωα+1 = íàèìåíüøèé êàðäèíàë, áîëüøèé ωα,

• äëÿ ïðåäåëüíîãî îðäèíàëà α ωα = supβ<α ωβ.

Ìîùíîñòü îïðåäåëåíà äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå Öåðìåëî ëþáîå
ìíîæåñòâî ìîæíî âïîëíå óïîðÿäî÷èòü, à êàæäîå âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ïîðÿäêîâî
èçîìîðôíî åäèíñòâåííîìó îðäèíàëó. Ïîðÿäêîâûé èçîìîðôèçì � áèåêöèÿ, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà X ñóùåñòâóþò îðäèíàë α è áèåêöèÿ α � X. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ {β ∈
α + 1 : ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ β � X} íåïóñòî, è |X| � åãî íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

Äëÿ êàæäîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X ∃α ∈ Ord: |X| = ωα.

Îïðåäåëåíèå 8. Ìíîæåñòâî X ñ÷¼òíî, åñëè |X| = ω. Ìíîæåñòâî X íåñ÷¼òíî, åñëè |X| > ω.

Àðèôìåòèêà êàðäèíàëîâ

Äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ X è Y

• |X|+ |Y | = |X ∪ Y |

• |X| · |Y | = |X × Y |

• |Y ||X| = |Y X |
(íàïîìíèì: Y X = {f ⊂ X × Y : f � îòîáðàæåíèå X → Y })

• â ÷àñòíîñòè, 2|X| = |{χA : A ⊂ X}| = |P(X)|
(P(X) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ X,

χA � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X)
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Ñâîéñòâà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé:

• (κ+ λ) + µ = κ+ (λ+ µ), (κ · λ) · µ = κ · (λ · µ);

• κ+ λ = λ+ κ, κ · λ = λ · κ;

• κ · (λ+ µ) = κ · λ+ κ · µ;

• åñëè κ ≤ λ, òî κ+ µ ≤ λ+ µ, κ · µ ≤ λ · µ è κµ ≤ λµ;

• åñëè 1 ≤ κ è λ ≤ µ, òî κλ ≤ κµ;
• åñëè κ áåñêîíå÷åí, òî κ · κ = κ;

• åñëè õîòÿ áû îäèí èç êàðäèíàëîâ κ è λ áåñêîíå÷åí è îáà îíè

• îòëè÷íû îò íóëÿ, òî κ+ λ = κ · λ = max{κ, λ};

• κλ+µ = κλ · κµ, (κ · λ)µ = κµ · λµ, κλ·µ = (κλ)µ;

• åñëè õîòÿ áû îäèí èç êàðäèíàëîâ κ è λ áåñêîíå÷åí, κ ≥ 2 è λ ≥ 1, òî

• max{κ, 2λ} ≤ κλ ≤ max{2κ, 2λ};

• â ÷àñòíîñòè, åñëè λ áåñêîíå÷åí, òî 2λ = κλ äëÿ ëþáîãî κ ≤ 2λ, κ ≥ 2.

• (κ+ λ) + µ = κ+ (λ+ µ), (κ · λ) · µ = κ · (λ · µ);

• κ+ λ = λ+ κ, κ · λ = λ · κ;

• κ · (λ+ µ) = κ · λ+ κ · µ;

• åñëè κ ≤ λ, òî κ+ µ ≤ λ+ µ, κ · µ ≤ λ · µ è κµ ≤ λµ;

• åñëè 1 ≤ κ è λ ≤ µ, òî κλ ≤ κµ;
• åñëè κ áåñêîíå÷åí, òî κ · κ = κ;

• åñëè õîòÿ áû îäèí èç êàðäèíàëîâ κ è λ áåñêîíå÷åí è îáà îíè

• îòëè÷íû îò íóëÿ, òî κ+ λ = κ · λ = max{κ, λ};

• κλ+µ = κλ · κµ, (κ · λ)µ = κµ · λµ, κλ·µ = (κλ)µ;

• åñëè õîòÿ áû îäèí èç êàðäèíàëîâ κ è λ áåñêîíå÷åí, κ ≥ 2 è λ ≥ 1, òî

• max{κ, 2λ} ≤ κλ ≤ max{2κ, 2λ};

• â ÷àñòíîñòè, åñëè λ áåñêîíå÷åí, òî 2λ = κλ äëÿ ëþáîãî κ ≤ 2λ, κ ≥ 2.

Òåîðåìà 8 (Êàíòîðà). Äëÿ ëþáîãî êàðäèíàëà κ 2κ > κ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî äîêàçàòü: |P(X)| > |X| äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X. ßñíî, ÷òî |P(X)| ≥
|X|. Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : X →P(X)

Y = {x ∈ X : x /∈ f(x)} /∈ ran f (ran f � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé f).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Y = f(y). Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà Y åñëè y ∈ Y , òî y /∈ Y , è åñëè
y /∈ Y , òî y ∈ Y .

Íå ñóùåñòâóåò ñþðúåêöèè X →P(X) =⇒ |P(X)| > |X|. �

Îïðåäåëåíèå 9. Êàðäèíàë 2ω íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòüþ êîíòèíóóìà.

Êîíòèíóóì-ãèïîòåçà (CH): 2ω = ω1 .

CH âåðíà ⇐⇒ ñóùåñòâóåò ñþðúåêöèÿ ω1 →P(ω).
CH íåâåðíà ⇐⇒ ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ ω2 →P(ω).
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Ëåêöèÿ 3. Òåîðåìà Öåðìåëî. Òðàíñôèíèòíàÿ èíäóêöèÿ. Óíè-
âåðñóì ôîí Íåéìàíà. Ãåíåðè÷åñêèå ìíîæåñòâà

Êóìóëÿòèâíàÿ èåðàðõèÿ ôîí Íåéìàíà

∈-Èíäóêöèÿ
Àêñèîìà ðåãóëÿðíîñòè =⇒ ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ∈-ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò
(åñëè X 6= ∅, òî (∃Y ∈ X)(Y ∩ X = ∅)). Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé íåïóñòîé êëàññ òîæå ñîäåðæèò
∈-ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò.

Îïðåäåëåíèå 10. Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà X � ýòî òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî
TC(X) òàêîå, ÷òî X ⊂ TC(X) è TC(X) ⊂ Y äëÿ ëþáîãî òðàíçèòèâíîãî ìíîæåñòâà Y ⊃ X.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ñóùåñòâóåò òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå TC(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èíäóêöèè: X0 = X, . . . , Xn+1 =
⋃
Xn, . . . , TC(X) =

⋃
n∈ω

Xn. �

Ëåììà 2. Åñëè C � íåïóñòîé êëàññ, òî (∃X ∈ C)(X ∩C = ∅).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì X ∈ C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ∩C 6= ∅. Òîãäà T = TC(X) ∩C 6= ∅.
Ïî àêñèîìå ðåãóëÿðíîñòè ñóùåñòâóåò x ∈ T , äëÿ êîòîðîãî x ∩ T = ∅. Èìååì x ∩ C = ∅, òàê
êàê åñëè y ∈ x ∩C, òî y ∈ TC(X) â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè TC(X), òàê ÷òî y ∈ x ∩ T . �

Òåîðåìà 9 (Òåîðåìà îá ∈-èíäóêöèè). Åñëè äëÿ êëàññà C âûïîëíåíî óñëîâèå ∀x(X ⊂ C →
X ∈ C), òî C = V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè êëàññ V \C íåïóñò, òî ïî ëåììå ñóùåñòâóåò X ∈ V \C, äëÿ êîòîðîãî
X ∩ (V \C) = ∅, ò.å. X ⊂ C. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ X ∈ C. �

Èåðàðõèÿ ôîí Íåéìàíà

Èåðàðõèÿ ôîí Íåéìàíà � ýòî ðàíæèðîâàíèå âñåõ ìíîæåñòâ â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ ïðèíàäëåæ-
íîñòüþ ê ìíîæåñòâàì Vα, ãäå α ïðîáåãàåò êëàññ âñåõ îðäèíàëîâ. Êëàññû Vα îïðåäåëÿþòñÿ ïî
òðàíñôèíèòíîé ðåêóðñèè:

• V0 = ∅

• åñëè α = β + 1, òî Vα = P(Vβ)

• åñëè α � ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî Vα =
⋃
β<α Vβ

Ïîëîæèì Π =
⋃

α∈Ord

Vα (ýòî ñîáñòâåííûé êëàññ).

Îïðåäåëåíèå 11. Ðàíã ìíîæåñòâà x ∈ Π � ýòî íàèìåíüøèé îðäèíàë α, äëÿ êîòîðîãî x ⊂ Vα
(ò.å. x ∈ Vα+1). Îáîçíà÷åíèå: rankx.
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1. β < α ⇒ Vβ ⊂ Vα

2. x ∈ Π ⇔ x ⊂ Π

3. Ord ⊂ Π

4. ∀α ∈ Ord rankα = α

5. x ∈ y ∈ Π ⇒ rankx < rank y

6. rankX = sup{rankx+ 1 : x ∈ X}

7. ñóùåñòâóåò ôîðìóëà ϕ(α, x), âûðàæàþùàÿ
¾x ∈ Vα¿

Òåîðåìà 10 (ôîí Íåéìàí). Àêñèîìà ðåãóëÿðíîñòè ⇐⇒ Π = V .

Äîêàçàòåëüñòâî. =⇒: Åñëè êëàññ V \ Π íåïóñò, òî ñóùåñòâóåò X ∈ V \ Π, äëÿ êîòîðîãî
X ∩V \Π = ∅, ò.å. (∀x ∈ X)(x ∈ Π). Ïîëîæèì α = sup{rankx : x ∈ X}. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàíãà
X ⊂ Vα+1. Çíà÷èò, X ∈ Vα+2 ⊂ Π.

⇐=: Åñëè X 6= ∅, òî äëÿ ýëåìåíòà x ∈ X íàèìåíüøåãî ðàíãà èìååì x∩X = ∅, òàê êàê åñëè
y ∈ x ∩X, òî rank y < rankx â ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ ðàíãà x. �

Ìîäåëè òåîðèè ìíîæåñòâ

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà äëÿ ñèãíàòóðû {∈} òåîðèè ìíîæåñòâ, èëè ∈-ñèñòåìà, � ýòî ïàðà
(M,σ(∈)), ãäåM � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è σ(∈) � áèíàðíîå îòíîøåíèå íàM (ò.å. σ(∈) ⊂M×M).
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñòàíäàðòíûå ∈-ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ σ(∈) = ∈. Ñòàíäàðòíàÿ
∈-ñèñòåìà � ýòî ïðîñòî íåïóñòîå ìíîæåñòâî M .

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ôîðìóëû ÿçûêà òåîðèè ìíîæåñòâ. Àòîìû: x ∈ y
è x = y. Âñå îñòàëüíûå ôîðìóëû òåîðèè ìíîæåñòâ ñòîÿòñÿ èç àòîìîâ ñ ïîìîùüþ ïðîïîçèöèî-
íàëüíûõ ñâÿçîê è êâàíòîðîâ:

ϕ ∧ ψ, ϕ ∨ ψ, ¬ϕ, ϕ→ ψ, ∀xϕ, ∃xϕ

(ìîæíî îáîéòèñü ñâÿçêàìè ∨ è ¬ è êâàíòîðîì ∃).
Âûøå ìû îïðåäåëèëè â îáùåì ñëó÷àå (äëÿ ïðîèçâîëüíûõ Σ-ñèñòåìû M , Σ-ôîðìóëû ϕ è

ïîäñòàíîâêè s : {ñèìâîëû ïåðåìåííûõ} → M) îòíîøåíèå M |= ϕ[s] (ϕ âûïîëíÿåòñÿ â M ïðè
ïîäcòàíîâêå s).

Äëÿ ñòàíäàðòíîé ∈-ñèñòåìû îïðåäåëåíèå ñòàíîâèòñÿ ïðîùå.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü M � ∈-ñèñòåìà è ϕ � ôîðìóëà. Ðåëÿòèâèçàöèÿ ϕM ôîðìóëû ϕ ê M
îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî äëèíå ôîðìóëû:

• åñëè ϕ � àòîì, òî ϕM = ϕ;

• åñëè ϕ = χ ∧ ψ, òî ϕM = χM ∧ ψM ;

• åñëè ϕ = χ ∨ ψ, òî ϕM = χM ∨ ψM ;

• åñëè ϕ = χ→ ψ, òî ϕM = χM → ψM ;

• åñëè ϕ = ¬ψ, òî ϕM = ¬(ψM);

• åñëè ϕ = ∃xψ, òî ϕM = (∃x ∈M)(ψM);

• åñëè ϕ = ∀xψ, òî ϕM = (∀x ∈M)(ψM).
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Ïóñòü òåïåðü ϕ � âûñêàçûâàíèå. Ìû ïèøåì M |= ϕ è ãîâîðèì, ÷òî ϕ èñòèííî â M , èëè M
ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ ϕ, åñëè èñòèííà åãî ðåëÿòèâèçàöèÿ ϕM .

Ìîäåëü òåîðèè ìíîæåñòâ � ýòî ìíîæåñòâî M ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî M |= ϕ äëÿ êàæäîé
àêñèîìû ϕ ñèñòåìû ZFC.

Åñëè ñèñòåìà àêñèîì ZFC íåïðîòèâîðå÷èâà, òî ìîäåëü òåîðèè ìíîæåñòâ ñóùåñòâóåò (ïî
òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè ìîäåëè).

Îáû÷íî â òåîðèè ìíîæåñòâ ðàññìàòðèâàþò òîëüêî ñòàíäàðòíûå òðàíçèòèâíûå ìîäåëè
(ÑÒÌ ).

Òåîðåìà Ë¼âåíãåéìà�Ñêóëåìà =⇒ åñëè ñóùåñòâóåò êàêàÿ-òî ÑÒÌ òåîðèè ìíîæåñòâ, òî
ñóùåñòâóåò è ñ÷¼òíàÿ ÑÒÌ.

Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü M � ÑÒÌ. Ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìóëà ϕ(x) àáñîëþòíà (äëÿ M), åñëè

(∀x ∈M)(ϕ(x)↔ ϕM(x)).

Ïðåäëîæåíèå 1. 1. Âñå àòîìû àáñîëþòíû.

2. Ëþáàÿ ôîðìóëà ϕ, êîòîðàÿ ñîäåðæèò êâàíòîðû ∃ è ∀ òîëüêî â ñîñòàâå âûðàæåíèé âèäà
(∃x ∈ y) è (∀x ∈ y), àáñîëþòíà (òàêèå ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ Σ0-ôîðìóëàìè).

3. Ëþáàÿ ôîðìóëà ϕ ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé Σ0-ôîðìóëû ψ ZFC ` ϕ ↔ ψ,
àáñîëþòíà.

4. Ëþáàÿ ôîðìóëà ϕ ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ Σ0-ôîðìóë χ è ψ ZFC ` ϕ ↔
∃xχ(x) è ZFC ` ϕ↔ ∀xψ(x), àáñîëþòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 2: Åñëè ϕ � àòîì èëè èìååò îäèí èç âèäîâ χ∧ψ, χ∨ψ, χ→ ψ è ¬ψ äëÿ àáñî-
ëþòíûõ χ è ψ, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïóñòü ϕ(y, z) èìååò âèä (∃x ∈ y)ψ(x, y, z) äëÿ àáñîëþòíîé
ψ, è ïóñòü y, z ∈M .

Ôîðìóëà ϕ(y, z)M îçíà÷àåò, ÷òî ((∃x ∈ y)(ψ(x, y, z))M . Ñëåäîâàòåëüíî, ∃x ∈ y ∈ M , äëÿ
êîòîðîãî ψ(x, y, z)M . Òðàíçèòèâíîñòü M + àáñîëþòíîñòü ψ =⇒ (∃x ∈ y)ψ(x, y, z).

Îáðàòíî, ôîðìóëà ϕ(y, z) îçíà÷àåò, ÷òî (∃x ∈ y)ψ(x, y, z), ò.å. ψ(x, y, z) äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ y.
Â ñëó÷àå y ∈ M èìååì x ∈ M . Ôîðìóëà ψ àáñîëþòíà =⇒ ψ(x, y, z)M äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ y,
ò.å. ((∃x ∈ y)ψ(x, y, z))M , à ýòî è åñòü ϕ(y, v)M .

3: Ïóñòü x � íàáîð âñåõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ â ϕ, è ïóñòü ψ � Σ0-ôîðìóëà, äëÿ êîòîðîé
ZFC ` (ϕ ↔ ψ). Ïîñêîëüêó àêñèîìû ZFC íå ñîäåðæàò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, ïî ïðàâèëó
îáîáùåíèÿ (îäíî èç ïðàâèë âûâîäà äëÿ êâàíòîðîâ) èìååì ZFC ` ∀x(ϕ ↔ ψ). Çíà÷èò, (∀x(ϕ ↔
ψ))M (ïîòîìó ÷òî M � ìîäåëü ZFC), ò.å. (∀x ∈ M)(ϕM ↔ ψM). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (∀x ∈
M)(ϕ ↔ ψ) è (∀x ∈ M)(ψ ↔ ψM) (òàê êàê ψ àáñîëþòíà). Ñëåäîâàòåëüíî, (∀x ∈ M)(ϕ ↔
ϕM). �

Ïðåäëîæåíèå 2. Ôîðìóëà WF(x, Y ), îçíà÷àþùàÿ ¾x � îòíîøåíèå ôóíäèðîâàíèÿ íà Y ¿, àá-
ñîëþòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óòâåðæäåíèå ¾x ÿâëÿåòñÿ áèíàð-
íûì îòíîøåíèåì íà Y ¿ âûðàæàåòñÿ Σ0-ôîðìóëîé. Ïîýòîìó ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà òîé ÷àñòè ôîð-
ìóëû WF, êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê ñóùåñòâîâàíèþ ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ.
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Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå ϕ: äëÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ R íà Y ôîðìóëà
ϕ(R, Y ) (¾R � îòíîøåíèå ôóíäèðîâàíèÿ¿) � ýòî

∀A((A ⊂ Y ) ∧ (A 6= ∅)→ (∃a ∈ A)(∀b ∈ A)¬(bRa)).

Âèäíî, ÷òî ôîðìóëà WF, âûïèñàííàÿ ïîëíîñòüþ, óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óñëîâèé â ïóíêòå 4
ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Ðàññóæäàÿ ïî òðàíñôèíèòíîé ðåêóðñèè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

ZFC ` ϕ(R, Y )↔ ∃f((f � îòîáðàæåíèå Y → Ord)∧
∧ (∀y, z ∈ Y )(yRz → f(y) < f(z)),

òàê ÷òî âòîðîå óñëîâèå òîæå âûïîëíåíî.
�

Ñïèñîê àáñîëþòíûõ ôîðìóë

• x ∈ Y

• X = Y

• X ⊂ Y

• {x, y}

• {x}

• (x, y)

• ∅

• X ∪ Y

• X ∩ Y

• X \ Y

• S(X) = X ∪ {X}

•
⋃
X

•
⋂
X, X 6= ∅

• X ×X

• R � îòíîøåíèå

• domR

• ranR

• f � ôóíêöèÿ

• f(x)

• f � áèåêöèÿ

• X òðàíçèòèâíî

• X � îðäèíàë

• X � ïðåäåëüíûé
îðäèíàë

• X � èçîëèðîâàííûé
îðäèíàë

• X � êîíå÷íûé
îðäèíàë

• ω

• 27

• X êîíå÷íî

• X áåñêîíå÷íî

• Xn

• X<ω

(=
⋃
{Xn : n ∈ ω})

• R óïîðÿäî-
÷èâàåò X

• R âïîëíå óïî-
ðÿäî÷èâàåò X

• ïîðÿäêîâûé òèï (X,≤)

Òåîðåìà 11 (Àáñîëþòíîñòü òðàíñôèíèòíîé ðåêóðñèè). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè-êëàññà G : V >
V (ãäå V � êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òðàíñôèíèòíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü îðäèíàëîâ F : Ord→ V òàêàÿ, ÷òî F (α) = G(F |α) äëÿ âñåõ α ∈ Ord.

Åñëè G àáñîëþòíà, òî è F àáñîëþòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ïðèìåíÿÿ òðàíñôèíèòíóþ ðåêóðñèþ âíóòðè ÑÒÌ
M , îïðåäåëÿåì FM : OrdM →M òàê, ÷òî (∀α ∈ OrdM)(FM(α) = GM |α). Ïî òðàíñôèíèòíîé èí-
äóêöèè äîêàçûâàåì, ÷òî FM = F |OrdM (èíà÷å ðàññìîòðèì íàèìåíüøèé îðäèíàë α, äëÿ êîòîðîãî
ýòî íàðóøàåòñÿ, è ïðèä¼ì ê ïðîòèâîðå÷èþ). �
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Òåîðåìà 12. 1. Ôîðìóëû rankx è TC(x) àáñîëþòíû.

2. Äëÿ ëþáîé ÑÒÌ M

(∀X ∈M)(P(X)M = P(X) ∩M) è (∀α ∈M)(V M
α = Vα ∩M).

Ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå

Â äàëüíåéøåì ïîä (÷àñòè÷íî) óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì (ñîêðàùåíèå: ÷.ó.ì.) ìû âñåãäà
áóäåì èìåòü â âèäó òðîéêó P = (P,≤,1), ãäå P � ìíîæåñòâî, ≤ � ïîðÿäîê íà P è 1 � íàè-
áîëüøèé ýëåìåíò P . Êîãäà ìû ïèøåì P ∈M , ìû èìååì â âèäó, ÷òî P ∈M , ≤ ∈M è 1 ∈M .
Ñêàæåì, ÷òî x, y ∈ P ñîâìåñòèìû, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò z ∈ P òàêîé, ÷òî z ≤ x è z ≤ y.
Åñëè x è y íåñîâìåñòèìû, ìû ïèøåì x ⊥ y.

Îïðåäåëåíèå 14. Ìíîæåñòâî D ⊂ P ïëîòíî â P, åñëè äëÿ êàæäîãî p ∈ P ñóùåñòâóåò d ≤ p,
d ∈ D.

Äëÿ äàííîãî p ∈ P ìíîæåñòâî D ⊂ P ïëîòíî íèæå p, åñëè äëÿ âñÿêîãî q ≤ p ñóùåñòâóåò
d ≤ q, d ∈ D.

ßñíî, ÷òî âñÿêîå ïëîòíîå ìíîæåñòâî ïëîòíî íèæå ëþáîãî p ∈ P .
Ñâîéñòâî ¾áûòü îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà¿ àáñîëþòíî, òàê êàê îíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç àá-

ñîëþòíîå ñâîéñòâî ¾áûòü îòíîøåíèåì¿ ôîðìóëîé, ñîäåðæàùåé ëèøü îãðàíè÷åííûå êâàíòîðû. Òî æå

îòíîñèòñÿ ê ïîíÿòèÿì ïëîòíîñòè è ïëîòíîñòè íèæå p.

Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî è P ∈ M � ÷.ó.ì.. Ìíîæåñòâî G ⊂ P íàçûâàåòñÿ P-
ãåíåðè÷åñêèì íàä M , èëè ïðîñòî ãåíåðè÷åñêèì, åñëè

1. 1 ∈ G;

2. äëÿ ëþáûõ p, q ∈ G ñóùåñòâóåò r ∈ G òàêîå, ÷òî r ≤ p è r ≤ q;

3. åñëè p ∈ G, q ∈ P è p ≤ q, òî q ∈ G;

4. åñëè D ⊂ P ïëîòíî è D ∈M , òî G ∩D 6= ∅.

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè M ñ÷¼òíî, òî äëÿ ëþáîãî p ∈ P íàéä¼òñÿ ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî G ⊂ P ,
ñîäåðæàùåå p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåíóìåðóåì âñå ïëîòíûå D ⊂ P , ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó M : D0, D1, . . . . Ïî
èíäóêöèè âûáåðåì qi ∈ Di òàê, ÷òî p ≥ q0 ≥ q1 ≥ . . . . Ïîëîæèì

G = {r ∈ P : ñóùåñòâóåò n ∈ ω, äëÿ êîòîðîãî qn ≤ r}.

�

Â äàëüíåéøåì ìû âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî M � ñ÷¼òíàÿ ñòàíäàðòíàÿ òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü

ZFC è P � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, P ∈ M . Íàïîìíèì, ÷òî p ⊥ q îçíà÷àåò, ÷òî p è q
íåñîâìåñòèìû, ò.å. íå ñóùåñòâóåò r ∈ P , äëÿ êîòîðîãî îäíîâðåìåííî r ≤ p è r ≤ q.
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Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè P òàêîâî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî p ∈ P ñóùåñòâóþò q, r ∈ P ñî ñâîéñòâàìè

q ≤ p, r ≤ p è q ⊥ r,

òî íèêàêîå ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî íå ïðèíàäëåæèò M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè G � ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî è G ∈ M , òî D = P \ G ∈ M (òàê êàê îïåðàöèÿ

\ àáñîëþòíà). Ìíîæåñòâî D ïëîòíî. (Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü p ∈ P . Âîçüì¼ì q, r ∈ P òàêèå, ÷òî q ≤ p,
r ≤ p è q ⊥ r. Ïîñêîëüêó q ⊥ r, èìååì ëèáî q /∈ G, ëèáî r /∈ G, à çíà÷èò, ëèáî q ∈ D, ëèáî r ∈ D.)
Îäíàêî G ∩D = ∅. �

Èñõîäÿ èç ñ÷¼òíîé ÑÒÌM , ÷.ó.ì. P è ãåíåðè÷åñêîãî ìíîæåñòâàG ìû áóäåì ñòðîèòü äðóãóþ ñ÷¼òíóþ

ÑÒÌ M [G] ñî ñâîéñòâàìè

1. M ⊂M [G]

2. G ∈M [G]

3. M � ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü ñî ñâîéñòâàìè 1 è 2.

Ïîçæå ìû óâèäèì, ÷òî èç ñâîéñòâ 1�3 âûòåêàåò ñâîéñòâî

4. OrdM [G] = OrdM .

(Ãðóáî ãîâîðÿ, M [G] � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ èç M è ìíîæåñòâ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü

èç G ñ ïîìîùüþ ïðîöåññîâ, îïðåäåëèìûõ â M . Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ ýëåìåíòû M [G] è íå îáÿçàíû

ïðèíàäëåæàòü ìîäåëè M , èõ ìîæíî îïèñûâàòü èçíóòðè M , åñëè äàòü èì èìåíà èç M .)

Ýëåìåíòû ãåíåðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà G íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè.

Êàê ýòî ðàáîòàåò

Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü α � îðäèíàë. Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî P = (P,≤,1), ãäå

P � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé α× ω → {0, 1},

p ≤ q ⇐⇒ p ⊃ q,

1 = ∅,
íàçûâàåòñÿ α-êîýíîâñêèì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Åñëè M � ÑÒÌ ZFC è α ∈ M , òî α-êîýíîâñêîå ìíîæåñòâî ïðèíàäëåæèò M � ýòî âûòåêàåò èç

àáñîëþòíîñòè ìíîæåñòâ ω è {0, 1} è ôîðìóë X × Y , X ⊂ Y , ¾X � ôóíêöèÿ¿ è ¾X êîíå÷íî¿.

Ýëåìåíòû α-êîýíîâñêîãî ìíîæåñòâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ¾êîíå÷íûå ïðèáëèæåíèÿ¿ ôóíêöèé
α× ω → {0, 1}.

Âàæíî: äëÿ ëþáîé ÑÒÌ M èìååì ω ∈M è ω = ωM . Îäíàêî äàæå åñëè, íàïðèìåð, ω1 ∈M , íåëüçÿ

óòâåðæäàòü, ÷òî ω1 = ωM1 . Åñëè M ñ÷¼òíà, òî âñå îðäèíàëû α ∈M ñ÷¼òíû.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü P � ωM2 -êîýíîâñêîå ÷.ó.ì., G ⊂ P � ëþáîå P-ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî è

g =
⋃
G. Òîãäà

1. g ∈M [G] (î÷åâèäíî);

2. g ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé; 22



3. dom g = ωM2 × ω;

4. åñëè α, β ∈ ωM2 è α 6= β, òî ñóùåñòâóåò n ∈ ω, äëÿ êîòîðîãî g(α, n) 6= g(β, n).

Çàìå÷àíèå 3. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ g : ωM2 × ω → {0, 1} ñî ñâîéñòâîì 4 ïîðîæäàåò âëîæåíèå f : ωM2 →
P(ω)M [G], îïðåäåë¼ííîå ïðàâèëîì

f(α) = {n ∈ ω : g(α, n) = 0}.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ. 2: ßñíî, ÷òî g ⊂ ωM2 ×ω×{0, 1}. Åñëè áû ìíîæåñòâî g íå áûëî ôóíê-
öèåé, òî íàøëèñü áû p, q ∈ G è (α, n) ∈ dom p ∩ dom q òàêèå, ÷òî p(α, n) 6= q(α, n), ò.å. äëÿ êîòîðûõ

íå ñóùåñòâîâàëî áû ôóíêöèè r ∈ P , ÿâëÿþùåéñÿ ïðîäîëæåíèåì è ôóíêöèè p, è ôóíêöèè q. Îäíàêî
ïîñêîëüêó ëþáûå äâà óñëîâèÿ (ýëåìåíòà G) ñîâìåñòèìû â G (ñì. 2 â îïðåäåëåíèè), òàêàÿ ôóíêöèÿ r
îáÿçàíà ñóùåñòâîâàòü.

3: Ïóñòü α ∈ ωM2 è n ∈ ω. Ïîëîæèì

D = {p ∈ P : (α, n) ∈ dom p}.

Î÷åâèäíî, D ∈ M . Ìíîæåñòâî D ïëîòíî: åñëè p ∈ P , òî ëèáî p ∈ D, ëèáî d = p ∪ {((α, n), 0)} ∈ D,
ïðè÷¼ì d ⊃ p, ò.å. d ≤ p. Ïî ñâîéñòâó 4 ãåíåðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íàéä¼òñÿ q ∈ D ∩ G. Èìååì (α, n) ∈
dom q ⊂ dom g.
4: Ïóñòü α < β < ωM2 . Ïîëîæèì

D = {p ∈ P : ∃n ∈ ω òàêîå, ÷òî (α, n), (β, n) ∈ dom p è p(α, n) 6= p(β, n)}.

Î÷åâèäíî, D ∈ M . Ìíîæåñòâî D ïëîòíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè p ∈ P , òî dom p êîíå÷íî, à çíà÷èò,

ñóùåñòâóåò n ∈ ω, äëÿ êîòîðîãî ïàðû (α, n) è (β, n) íå ïðèíàäëåæàò dom p. Ïîëîæèì

d = p ∪ {((α, n), 0), ((β, n), 1)}.

Èìååì d ≤ p è d ∈ D.
Èòàê, D ïëîòíî. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò q ∈ D ∩G. Èìååì

g(α, n) = q(α, n) 6= q(β, n) = g(β, n).

�

Ìû ïîñòðîèëè (â ìîäåëè M [G]) ôóíêöèþ g : ωM2 × ω → {0, 1}, à çíà÷èò, è âëîæåíèå f : ωM2 →
P(ω)M [G]. Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî

∣∣P(ω)M [G]
∣∣ ≥ ∣∣ωM2 ∣∣. ×òîáû äîêàçàòü ñîâìåñòèìîñòü ¬CH ñ

ZFC, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

• M [G] ñóùåñòâóåò;

• ωM [G]
2 = ωM2 .

Òîãäà ìû ñìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî â íåêîòîðîé ìîäåëè ω1 < 2ω.
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Ëåêöèÿ 4. Èìåíà è èíòåðïðåòàöèè. Îïðåäåëåíèå ãåíåðè÷å-
ñêîãî ðàñøèðåíèÿ ìîäåëè ZFC êàê ìíîæåñòâà èíòåðïðåòà-
öèé

Èìåíà è èíòåðïðåòàöèè
Ïóñòü P � ÷.ó.ì. â ÑÒÌ M . Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü P-èìåíà ãðå÷åñêèìè áóêâàìè τ, σ, π. . . .

Îïðåäåëåíèå 17 (îñíîâíîå). Êëàññ P-èì¼í îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðåêóðñèè:

• ∅ � èìÿ;

• ìíîæåñòâî τ � P-èìÿ, åñëè τ � îòíîøåíèå (ò.å. ìíîæåñòâî ïàð) è äëÿ ëþáîãî (σ, p) ∈ τ σ �

P-èìÿ è p ∈ P .

Ïî-äðóãîìó:

• V P
∅ = ∅;

• V P
α+1 = P(V P

α × P ) äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà α;

• V P
α =

⋃
β<α V

P
β äëÿ ëþáîãî ïðåäåëüíîãî îðäèíàëà α;

• V P =
⋃
α∈Ord V

P
α .

Ìíîæåñòâî MP P-èì¼í èç M � ýòî V P ∩M .

Îïðåäåëåíèå 18 (óïðîù¼ííîå). Ìíîæåñòâî τ � P-èìÿ èç M , åñëè τ ∈M è τ ⊂M × P .

Îïðåäåëåíèå 19 (îñíîâíîå). Äëÿ G ⊂ P G-èíòåðïðåòàöèÿ P-èì¼í � ýòî îòîáðàæåíèå, êîòîðîå

êàæäîìó èìåíè τ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî τG. Îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðåêóðñèè:

• ∅G = ∅;

• {τG = {σG : ñóùåñòâóåò p ∈ G, äëÿ êîòîðîãî (σ, p) ∈ τ}.

Îïðåäåëåíèå 20 (óïðîù¼ííîå). G-èíòåðïðåòàöèÿ τG èìåíè τ ∈MP � ýòî ìíîæåñòâî

τG = {x ∈M : ñóùåñòâóåò p ∈ G, äëÿ êîòîðîãî (x, p) ∈ τ}.

Îïðåäåëåíèå 21. Ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå M [G] ìîäåëè M � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ G-èíòåðïðåòàöèé
P-èì¼í èç M : M [G] = {τG : τ ∈MP}.

Çàìå÷àíèå 4. ÌíîæåñòâîM [G] òðàíçèòèâíî. ÅñëèN � ëþáàÿ òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü ZFC, äëÿ êîòîðîé

M ⊂ N è G ∈ N , òî M [G] ⊂ N .

Ïðèìåð 1. • ∅ ∈MP è ∅G = ∅ äëÿ ëþáîãî G.

• Äëÿ p ∈ P {(∅, p)} ∈MP è

{(∅, p)}G =

{
{∅}, åñëè p ∈ G,
∅, åñëè p /∈ G.
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• Äëÿ ëþáîãî èìåíè τ ∈ MP {(τ,1)} ∈ MP è {(τ,1)}G = {σG : σ ∈ τ}. (Åñëè ïðèíÿòî ïðîñòîå

îïðåäåëåíèå, òî {(x,1)} ∈MP äëÿ ëþáîãî x ∈M , è {(x,1)}G = x.)

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ìíîæåñòâó x êàíîíè÷åñêè (íåçàâèñèìî îò G è, ïî ñóòè, îò P) ñîîòâåò-
ñòâóåò èìÿ

x̌ = {(y̌,1) : y ∈ x}.

Ýòî îïðåäåëåíèå àáñîëþòíî, òàê ÷òî åñëè x ∈ M , òî x̌ ∈ M . Êðîìå òîãî, x̌G = x (äîêàçûâàåòñÿ

∈-èíäóêöèåé).

• Γ = {(p̌, p) : p ∈ P} ∈MP, ΓG = {p̌G : p ∈ G} = {p : p ∈ G} = G.

• 0 = ∅ = ∅.

• 1 = {∅}, 1 = {(∅,1)}.

• 2 = {0, 1} = {∅, {∅}}, 2 = {(0,1), (1,1)} = {(∅,1), ((∅,1),1)}.

Ñâîéñòâà M [G] äëÿ ÑÒÌ M

1. Äëÿ ëþáîãî èìåíè τ ∈MP rank τG ≤ rank τ .

(Äîêàçûâàåòñÿ ïðîñòîé ∈-èíäóêöèåé.)

2. Ìíîæåñòâà M [G] è M ñîäåðæàò îäíè è òå æå îðäèíàëû: OrdM [G] = OrdM .

3. Åñëè ìîäåëü M ñ÷¼òíà, òî è M [G] ñ÷¼òíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α ∈ OrdM [G], òî α = τG äëÿ íåêîòîðîãî τ ∈ MP. Ñâîéñòâî 1 =⇒
rankα ≤ rank τ . Ïîñêîëüêó rankα = α äëÿ âñÿêîãî îðäèíàëà α, èìååì α ≤ rank τ . Îïðåäåëåíèå
ðàíãà àáñîëþòíî =⇒ äëÿ ëþáîãî x ∈M èìååì rankx ∈M , òàê ÷òî rank τ ∈M . Òðàíçèòèâíîñòü

M è îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà íà îðäèíàëàõ =⇒ α ∈M .

Âêëþ÷åíèå OrdM ⊂ OrdM [G] ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî M ⊂M [G]. �

Âûíóæäåíèå (ôîðñèíã)
Îïðåäåëåíèå 22. Ïóñòü ϕ(x1, . . . , xn) � ôîðìóëà,M � ÑÒÌ, P = (P,≤,1) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå

ìíîæåñòâî â M è τ1, . . . , τn � èìåíà. Ýëåìåíòû p ∈ P íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè. Ãîâîðÿò, ÷òî óñëîâèå

p ∈ P âûíóæäàåò óòâåðæäåíèå ϕ(τ1, . . . , τn), è ïèøóò

p 
 ϕ(τ1, . . . , τn),

åñëè äëÿ ëþáîãî P-ãåíåðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà G 3 p íàä M èìååì M [G] |= ϕ(τ1G, . . . , τnG) (ò.å. âåðíî
ϕ(τ1G, . . . , τnG)M [G]).

Âìåñòî x1, . . . , xn, τ1, . . . , τn, τ1G, . . . , τnG áóäåì ïèñàòü ~x, ~τ , ~τG.

Òåîðåìà 13 (îá îïðåäåëèìîñòè). Äëÿ ëþáûõ ϕ(~x) è ~τ è ëþáîãî óñëîâèÿ p âûñêàçûâàíèå p 
 ϕ(~τ)
ìîæíî äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü âíóòðè M .

Òåîðåìà 14 (îá èñòèííîñòè). Äëÿ ëþáîãî èñòèííîãî â M [G] âûñêàçûâàíèÿ ñóùåñòâóåò óñëîâèå èç
G, êîòîðîå åãî âûíóæäàåò.
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Çàìå÷àíèå 5. Åñëè p, q ∈ P , p ≤ q è p 
 ϕ(τ), òî q 
 ϕ(τ).

Îòíîøåíèå 
 îïðåäåëåíî â êëàññå V âñåõ ìíîæåñòâ, à íå â ìîäåëè M , ïîñêîëüêó îíî ïðåäïîëàãàåò

çíàíèå âñåõ ãåíåðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ G ⊂ P . Ìû îïðåäåëèì äðóãîå îòíîøåíèå 
∗ è ïîêàæåì, ÷òî

p 
 ϕ(τ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (p 
 ϕ∗(τ))M .

Ïðèìåð 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî τ1 = {(π1, s)}, τ2 = {(π2, s)} è æèòåëü M ïûòàåòñÿ ïîíÿòü, êàêèå

óñëîâèÿ p âûíóæäàþò τ1 = τ2.
Åñëè p ⊥ s, òî p 
 τ1 = τ2, ïîòîìó ÷òî s /∈ G äëÿ G 3 p, òàê ÷òî τ1G = τ2G = ∅ äëÿ âñåõ G 3 p.
Åñëè p ≤ s, òî äëÿ ëþáîãî G 3 p èìååì τ1G = {π1G} è τ2G = {π2G}, òàê ÷òî p 
 τ1 = τ2 òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà p 
 π1 = π2 (ïðè óñëîâèè, ÷òî p ≤ s). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî p 
 τ1 = τ2 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀q ∈ P ((q ≤ p) ∧ (q ≤ s)→ q 
 π1 = π2).

Îïðåäåëåíèå 23. (Èíäóêöèÿ ïî ðàíãó èì¼í è äëèíå ôîðìóë.) Ïóñòü P = (P,≤,1) � ÷àñòè÷íî óïîðÿ-

äî÷åííîå ìíîæåñòâî. Äëÿ ëþáûõ p ∈ P , ëþáûõ èì¼í τ1, . . . , τn è ëþáûõ ôîðìóë ϕ(x1, . . . , xn)
è ψ(x1, . . . , xn)

1. p 
∗ τ1 = τ2, åñëè

(α) ∀(π1, s1) ∈ τ1 ∀q ≤ p ∃r ≤ q ((r ≤ s1)→ ∃(π2, s2) ∈ τ2((r ≤ s2) ∧ (r 
∗ π1 = π2)))

(β) ∀(π2, s2) ∈ τ2 ∀q ≤ p ∃r ≤ q ((r ≤ s2)→ ∃(π1, s1) ∈ τ1((r ≤ s1) ∧ (r 
∗ π1 = π2))).

2. p 
∗ τ1 ∈ τ2, åñëè ∀q ≤ p ∃r ≤ q

∃(π, s) ∈ τ2((r ≤ s) ∧ (r 
∗ π = τ1).

3. p 
∗ (ϕ(~τ) ∧ ψ(~τ)), åñëè p 
∗ ϕ(~τ) è p 
∗ ψ(~τ).

4. p 
∗ ¬ϕ(~τ), åñëè íå ñóùåñòâóåò q ≤ p òàêîãî, ÷òî q 
∗ ϕ(~τ).

5. p 
∗ ∃x(ϕ(x, ~τ), åñëè äëÿ êàæäîãî q ≤ p ñóùåñòâóþò óñëîâèå r ≤ q è èìÿ σ, äëÿ êîòîðûõ

r 
∗ ϕ(σ, ~τ).

Ëåììà 3. Åñëè E ∈M , E ⊂ P è G � ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî, òî

1. ëèáî G ∩ E 6= ∅, ëèáî ñóùåñòâóåò q ∈ G òàêîå, ÷òî q ⊥ E (ò.å. q ⊥ r äëÿ âñåõ r ∈ E);

2. åñëè p ∈ G è E ïëîòíî íèæå p, òî G ∩ E 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1 âûòåêàåò èç ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà

D = {p ∈ P : ∃r ∈ E(p ≤ r)} ∪ {q ∈ P : ∀r ∈ E(q ⊥ r)}

è òîãî, ÷òî ëþáîå ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî ïåðåñåêàåò âñå ïëîòíûå ìíîæåñòâà, è ÷òî åñëè p ∈ G è

r ≥ p, òî r ∈ G (ñì. îïðåäåëåíèå ãåíåðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ).

2: Ïóñòü G ∩ E = ∅. Ïîëüçóÿñü óòâåðæäåíèåì 1, çàôèêñèðóåì q ∈ G, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
q ⊥ E. Ïóñòü q′ ∈ G, q′ ≤ q, q′ ≤ p (îíî ñóùåñòâóåò, òàê êàê G ãåíåðè÷åñêîå). Ïîñêîëüêó E ïëîòíî íèæå

p, íàéä¼òñÿ r ∈ E òàêîå, ÷òî r ≤ q′ ≤ q. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîãî óñëîâèÿ p è ëþáîé ôîðìóëû ϕ(~x) ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. p 
∗ ϕ(~τ);

2. ∀r ≤ p(r 
∗ ϕ(τ∗);

3. ∀q ≤ p ∃r ≤ q(r 
∗ ϕ(~τ)). 26



Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèè 2⇒3 è 2⇒1 òðèâèàëüíû. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî 1⇒2 è 3⇒1 äëÿ àòî-

ìîâ, äîñòàòî÷íî ïðîàíàëèçèðîâàòü îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ 
∗ è îïðåäåëåíèå ãåíåðè÷åñêîãî ìíîæå-

ñòâà. Äëÿ ñîñòàâíûõ ôîðìóë ïðèìåíÿåòñÿ èíäóêöèÿ ïî äëèíå ôîðìóëû (èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå

íóæíî òîëüêî ïðè ðàññìîòðåíèè ôîðìóë âèäà ϕ1 ∧ ϕ2). �

Ëåììà 5. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ(~x), ëþáîãî íàáîðà èì¼í ~τ è ëþáîãî ãåíåðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà G

1. p ∈ G ∧
(
p 
∗ ϕ(~τ)

)M → (
ϕ(~τG)

)M [G]
;

2.
(
ϕ(~τG)

)M [G] → ∃p ∈ G
(
(p 
∗ ϕ(~τ))M

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ðàíãó èì¼í äëÿ àòîìîâ è ïî äëèíå ôîð-
ìóëû äëÿ ñëîæíûõ ôîðìóë. Ìû ðàçáåð¼ì òîëüêî îäèí èíãðåäèåíò äîêàçàòåëüñòâà (ýòî äàñò õîðîøåå
ïðåäñòàâëåíèå îá îñòàëüíûõ).

Ïðîâåðèì 1 äëÿ ôîðìóëû τ1 = τ2. Ïóñòü p ∈ G è p 
∗ τ1 = τ2. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî τ1G = τ1G, ò.å.
τ1G ⊂ τ1G è τ1G ⊃ τ1G. Äîêàæåì ïåðâîå âêëþ÷åíèå (âòîðîå àíàëîãè÷íî).

Ëþáîé ýëåìåíò èíòåðïðåòàöèè τ1G èìååò âèä π1G, ãäå (π1, s1) ∈ τ1 äëÿ íåêîòîðîãî s1 ∈ G. Íàäî
ïîêàçàòü, ÷òî π1G ∈ τ2G. Çàôèêñèðóåì q ∈ G òàêîå, ÷òî q ≤ p è q ≤ s1. Ïî ëåììå (2) èìååì r 
∗ τ1 = τ2.
Ìíîæåñòâî òåõ r ∈ P , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ â ïóíêòå 1 (α) îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ 
∗, â
êîòîðîì p çàìåíåíî íà q, ïëîòíî íèæå q. Ïî ëåììå (1) ýòî ìíîæåñòâî ïåðåñåêàåò G, ò.å.

∃r ∈ G
(
(r≤q) ∧

(
(r≤s1)→ ∃(π2, s2) ∈ τ2((r≤s2) ∧ (r 
∗ π1=π2))

))
(ïåðåïèñàëè (α) ñ q âìåñòî p è r ∈ G âìåñòî ëþáîãî r (∈ P )). Íî q ≤ s1; çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî r ≤ q
èìååì r ≤ s1, òàê ÷òî íóæíîå èìÿ (π2, s2) ñóùåñòâóåò. Çàôèêñèðóåì åãî.

Èìååì s2 ∈ G (òàê êàê s2 ≥ r ∈ G). Ñëåäîâàòåëüíî, π2G ∈ τ2G. Ïîñêîëüêó rankπi < rank τi, ïî
èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ r 
∗ π1 = π2 → π1G = π2G, îòêóäà π1G ∈ τ2G. �
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Ëåêöèÿ 5. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ôîðñèíãà
Òåîðåìà 15 (îïðåäåëèìîñòü + èñòèííîñòü). Ïóñòü M � ÑÒÌ, P = (P,≤,1) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî-

÷åííîå ìíîæåñòâî â M , ϕ(~x) � ôîðìóëà è ~τ � íàáîð èì¼í èç M . Òîãäà

1. äëÿ âñÿêîãî p ∈ P p 
 ϕ(~τ)↔ (p 
∗ ϕ(~τ))M ;

2. äëÿ âñÿêîãî P-ãåíåðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà G íàä M

ϕ(~τG)M [G] ↔ ∃p ∈ G(p 
 ϕ(~τ)).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1, ←: èç ëåììû (3) è îïðåäåëåíèÿ 
.
1, →: ëåììà (2) =⇒ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî D = {r ∈ P : (r 
∗ ϕ(~τ)} ïëîòíî íèæå p. Ïóñòü ýòî

íå òàê, è ïóñòü q ≤ p òàêîâî, ÷òî ¬∃r ≤ q(r ∈ D). Ïî îïðåäåëåíèþ 
∗ èìååì (q 
∗ ¬ϕ(~τ))M . Äîêàçàííàÿ
èìïëèêàöèÿ ← =⇒ q 
 ¬ϕ(~τ). Åñëè G � ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî è q ∈ G, òî (¬ϕ(~τG))M [G], íî p ∈ G
(òàê êàê p ≥ q), îòêóäà (ϕ(~τG))M [G] � ïðîòèâîðå÷èå.

2, →: èç 1 è ëåììû (3) 2.

2, ←: èç îïðåäåëåíèÿ 
. �

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü M � ÑÒÌ, P = (P,≤,1) � ÷.ó.ì. â M è σ, τ1, . . . , τn � èìåíà â M . Òîãäà

1. ìíîæåñòâî {p ∈ P : (p 
 ϕ(~τ)) ∨ (p 
 ¬ϕ(~τ))} ïëîòíî â P ;

2. p 6
 ¬ϕ(~τ)↔ ¬∃q ≤ p(q 
 ϕ(~τ));

3. p 
 ∃xϕ(x, ~τ)↔ {r ≤ p : ∃π ∈MP(r 
 ϕ(π, ~τ)} ïëîòíî íèæå p;

4. åñëè p 
 ∃x(x ∈ σ ∧ ϕ(x, ~τ)), òî ∃q ≤ p ∃π ∈ dom(σ)(q 
 ϕ(π, ~τ)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ 1�3 âåðíû äëÿ 
∗ (ïî îïðåäåëåíèþ), çíà÷èò, îíè âåðíû è äëÿ 
 (ïî

îñíîâíîé òåîðåìå 1).

Äîêàæåì 4. Çàôèêñèðóåì ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî G 3 p. Ïî îïðåäåëåíèþ 
 íàéä¼òñÿ a ∈ σG, äëÿ
êîòîðîãî (ϕ(a, ~τ))M [G]; èìååì a ∈ πG äëÿ íåêîòîðîãî π ∈ dom(σ). Ïî îñíîâíîé òåîðåìå 2 ∃r ∈ G(r 

ϕ(π, ~τ)). Äëÿ q ≤ p, q ≤ r èìååì q 
 ϕ(π, ~τ). �

ZFC â M [G]

Àêñèîìà ñóùåñòâîâàíèÿ: ìíîæåñòâà ñóùåñòâóþò.

Âûïîëíåíèå â M [G] î÷åâèäíî.

Àêñèîìà îáú¼ìíîñòè: äâà ìíîæåñòâà ðàâíû ⇐⇒ êàæäûé ýëåìåíò îäíîãî èç íèõ ïðèíàäëåæèò

äðóãîìó è íàîáîðîò.

Âûïîëíåíèå â M [G] âûòåêàåò èç òðàíçèòèâíîñòè M [G].

Àêñèîìà ðåãóëÿðíîñòè: X 6= ∅ =⇒ ñóùåñòâóåò x ∈ X òàêîé, ÷òî X ∩ x = ∅.
Èç òðàíçèòèâíîñòè.

Àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè: ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ýëåìåíòà ∅ è

âìåñòå ñ êàæäûì ýëåìåíòîì x ñîäåðæèò è ýëåìåíò S(x) = x ∪ {x}.
ω = ω̌G ∈M [G].

Àêñèîìà ïàðû: äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ x è y ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî z = {x, y}, ñîñòîÿùåå èç äâóõ
ýëåìåíòîâ � x è y.
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Ïîñêîëüêó M [G] = {τG : τ ∈ MP}, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ èì¼í σ, τ ∈ MP íàéä¼òñÿ

èìÿ ÏÀÐÀ(σ, τ) ∈MP, êîòîðîå âñåãäà èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê {σG, τG}. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

ÏÀÐÀ(σ, τ) = {(σ,1), (τ,1)}.

Ñõåìà àêñèîì âûäåëåíèÿ: ëþáîìó ìíîæåñòâó X è ëþáîìó ñâîéñòâó ϕ îòâå÷àåò ìíîæåñòâî Y ,
ñîñòîÿùåå â òî÷íîñòè èç òåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì ϕ.

Íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ σ, τ1, . . . , τn ∈ MP è ëþáîé ôîðìóëû ϕ(x, ~y) èìååì
{
u ∈ σG :(

ϕ(u, ~τG)
)M [G]} ∈M [G]. Ïîëîæèì

ρ = {(π, p) ∈ dom(σ)× P : p 
 ((π ∈ σ) ∧ ϕ(π, ~τ))}.

Èç òåîðåìû îá îïðåäåëèìîñòè âûòåêàåò, ÷òî ρ ∈ M (à çíà÷èò, ρ ∈ MP). Ïîêàæåì, ÷òî ρG =
{
u ∈ σG :(

ϕ(u, ~τG)
)M [G]}

.

Ëþáîé ýëåìåíò ρG èìååò âèä πG, ãäå (π, p) ∈ ρ äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ G. Ïî îïðåäåëåíèþ p 

(
(π ∈

σ) ∧ ϕ(πG, ~τ)M [G]
)
; çíà÷èò, ρG ⊂

{
u ∈ σG :

(
ϕ(u, ~τG)

)M [G]}
.

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü u ∈ σG è ϕ(u, ~τG)M [G]. Òîãäà u = πG äëÿ íåêîòîðîãî π ∈
dom(σ). Çíà÷èò, ((πG ∈ σG) ∧ ϕ(πG, ~τG))M [G]. Ëþáîå âûñêàçûâàíèå, èñòèííîå â M [G], âûíóæäàåòñÿ
íåêîòîðûì óñëîâèåì èç G =⇒ íàéä¼òñÿ p ∈ G, äëÿ êîòîðîãî p 
 ((π ∈ σ)∧ϕ(π, ~τ)), òàê ÷òî (π, p) ∈ ρ,
îòêóäà πG ∈ ρG.

Àêñèîìà îáúåäèíåíèÿ: äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ F ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî X =
⋃

F �

îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà F ; åãî ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ-ýëåìåíòîâ

ñåìåéñòâà F .

Ïîñêîëüêó ó íàñ óæå åñòü àêñèîìà âûäåëåíèÿ, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî F ∈ M [G]
ñóùåñòâóåò X ∈M [G] òàêîå, ÷òî

⋃
F ⊂ X, ò.å. (∀Y ∈ F )(Y ⊂ X).

Ïóñòü τ � èìÿ è τG = F . Äëÿ π =
⋃

dom(τ) èìååì π ∈MP è X = πG ∈M [G]. Ïóñòü Y ∈ F . Òîãäà

Y = σG äëÿ íåêîòîðîãî èìåíè σ ∈ dom(τ). Ïîñêîëüêó σ ⊂ π, èìååì Y = σG ⊂ πG = X.
Àêñèîìà ìíîæåñòâà ïîäìíîæåñòâ: äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Y , ñî-

ñòîÿùåå èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X.

Ïóñòü X = τG ∈M [G]. Ïîëîæèì σ = S × {1} äëÿ

S = {π ∈MP : dom(π) ⊂ dom(τ)} =
(
P(dom(τ)× P )

)M
.

Çàôèêñèðóåì èìÿ ρ, äëÿ êîòîðîãî ρG ⊂ τG. Ïîêàæåì, ÷òî ρG ∈ σG. Ïîëîæèì

µ = {(ν, p) : ν ∈ dom(τ) ∧ p 
 ν ∈ ρ}.

Èìååì µ ∈ S, îòêóäà µG ∈ σG. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ρG = µG.
Ïîêàæåì, ÷òî ρG ⊂ µG. Ïîñêîëüêó ρG ⊂ τG, ëþáîé ýëåìåíò ρG èìååò âèä νG äëÿ íåêîòîðîãî

ν ∈ dom(τ), a ïîñêîëüêó νG ∈ ρG, ïî òåîðåìå îá èñòèííîñòè íàéä¼òñÿ óñëîâèå p ∈ G, äëÿ êîòîðîãî

p 
 ν ∈ ρ, òàê ÷òî (ν, p) ∈ µ è νG ∈ µG.
Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå µG ⊂ ρG. Ëþáîé ýëåìåíò µG èìååò âèä νG äëÿ èìåíè ν ñ òåì ñâîé-

ñòâîì, ÷òî (ν, p) ∈ µ äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ G. Çíà÷èò, p 
 ν ∈ ρ è νG ∈ ρG.
Ñõåìà àêñèîì ïîäñòàíîâêè: åñëè ϕ(x, y) � ôîðìóëà ñ äâóìÿ ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè, ïðè÷¼ì

äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà a ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî b òàêîå, ÷òî ϕ(a, b) � èñòèííîå

âûñêàçûâàíèå, òî äëÿ ëþáîãî äàííîãî ìíîæåñòâà X îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî Y , ýëåìåíòàìè êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ òå è òîëüêî òå ìíîæåñòâà y, äëÿ êîòîðûõ ϕ(x, y) èñòèííî ïðè íåêîòîðîì x ∈ X.

Ïóñòü X = τG, è ïóñòü ìíîæåñòâî èì¼í S ∈M òàêîâî, ÷òî

(∀π ∈ τ)(∀p ∈ P )
(
(∃σ ∈MP)(p 
 ϕ(π, σ))→ (∃σ ∈ S)(p 
 ϕ(π, σ))

)
.
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Ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà S cëåäóåò èç òåîðåìû îá îïðåäåëèìîñòè è îáùåãî ïðèíöèïà îòðàæåíèÿ: äëÿ
ëþáîé ôîðìóëû ϕ(x, y) è ëþáîãî ìíîæåñòâà S0 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî S ⊃ S0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ S

∃y(ϕ(x, y))→ (∃y ∈ S)(ϕ(x, y)).

Ìíîæåñòâî S ñòðîèòñÿ òàê: äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà x ïîëîæèì Cx = {y : ϕ(x, y)} (ýòî êëàññ) è äëÿ âñÿêîãî
ìíîæåñòâà Y ïîëîæèì

C(Y ) = Y ∪
⋃
x∈Y
{y ∈ Cx : (∀z ∈ Cx)(rank y ≤ rank z)}

(ýòî ìíîæåñòâî). Ïî ðåêóðñèè îïðåäåëÿåì Sn+1 = C(Sn) äëÿ n ∈ ω. Ìíîæåñòâî S =
⋃
n∈ω Sn îáëàäàåò íóæíûìè

ñâîéñòâàìè.

Ïóñòü σ = S × {1}. Òîãäà σG = {πG : π ∈ S}. Çàôèêñèðóåì x ∈ τG è ïîêàæåì, ÷òî íàéä¼òñÿ

y = ρG ∈ σG òàêîå, ÷òî (ϕ(x, y))M [G]. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ (∃!yϕ(πG, y))M [G], ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðîãî

èìåíè ρ èìååì (ϕ(πG, ρG))M [G], è ïî îñíîâíîé òåîðåìå 2 (∃p ∈ G)(p 
 ϕ(π, ρ)). Ñëåäîâàòåëüíî,

(∃ρ ∈ S)(p 
 ϕ(π, ρ)),

îòêóäà ρG ∈ σG è (ϕ(πG, ρG))M [G].

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ τG = X íàéä¼òñÿ y ∈ σG, äëÿ êîòîðîãî ϕ(x, y). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
òàêîé y åäèíñòâåí. Ïðèìåíèâ àêñèîìó âûäåëåíèÿ, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ìíîæåñòâî Y ⊂ σG.

Àêñèîìà âûáîðà. Ïî òåîðåìå Öåðìåëî àêñèîìà âûáîðà ðàâíîñèëüíà óòâåðæäåíèþ, ÷òî íà êàæäîì

ìíîæåñòâå ñóùåñòâóåò îòíîøåíèå ïîëíîãî ïîðÿäêà.

Ñóùåñòâîâàíèå ïîëíîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå X ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ îðäèíàëà α è îòîá-

ðàæåíèÿ f : α
íà→ X. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îíè ñóùåñòâóþò, òî îòîáðàæåíèå g : X → α, îïðåäåë¼ííîå

ïðàâèëîì g(x) = min{f−1(x)}, èíúåêòèâíî, è ïîëíûé ïîðÿäîê íà X ìîæíî îïðåäåëèòü ïðàâèëîì x ≤ y
⇔ g(x) ≤ g(y).

Çàôèêñèðóåì X = τG ∈ M [G]. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî àêñèîìà âûáîðà âåðíà â M , ïåðåíóìåðóåì

ýëåìåíòû dom(τ) ïîñðåäñòâîì ïðèíàäëåæàùåé M áèåêöèè f : α→ dom(σ) (α � îðäèíàë):

dom(τ) = {πγ : γ < α},

ãäå πγ = f(γ). Ïîëîæèì
σ = {ÏÀÐÀ(γ̌, πγ) : γ < α} × {1}.

Èìååì σ ∈MP è σG = {(γ, πγG) : γ < α}, òàê ÷òî σG � îòîáðàæåíèå, dom(σG) = α è τG ⊂ ran(σG).

Ïåðâàÿ òåîðåìà î ñîõðàíåíèè êàðäèíàëîâ
Ïóñòü P = (P,≤,1) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 24. Ìíîæåñòâî A ⊂ P íàçûâàåòñÿ àíòèöåïüþ, åñëè îíî ñîñòîèò èç ïîïàðíî íåñîâìåñòè-

ìûõ ýëåìåíòîâ. Ìíîæåñòâî C ⊂ P íàçûâàåòñÿ öåïüþ, åñëè îòíîøåíèå ≤ èíäóöèðóåò íà í¼ì ëèíåéíûé

ïîðÿäîê.

Â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè ñëîâî ¾öåïåé¿ ñëåäîâàëî áû çàìåíèòü íà ¾àíòèöåïåé¿, íî ïî óñòîÿâøåéñÿ

òðàäèöèè ãîâîðÿò èìåííî î öåïÿõ.

Îïðåäåëåíèå 25. Ãîâîðÿò, ÷òî ÷.ó.ì. P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñ÷¼òíîñòè öåïåé (ó.ñ.ö.), åñëè P íå

ñîäåðæèò íåñ÷¼òíûõ àíòèöåïåé.

Òåîðåìà 16 (ïåðâàÿ òåîðåìà î ñîõðàíåíèè êàðäèíàëîâ). Ïóñòü M � ÑÒÌ è P ∈ M � ÷.ó.ì. è

κ ∈M . Åñëè

M |= (κ � êàðäèíàë è P óäîâëåòâîðÿåò ó.ñ.ö.),
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òî 1 
 (κ̌ � êàðäèíàë), ò.å. κ îñòà¼òñÿ êàðäèíàëîì â M [G] äëÿ ëþáîãî ãåíåðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà

G ⊂ P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü G ⊂ P � ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî è ôóíêöèÿ f ∈
M [G] îòîáðàæàåò íåêîòîðûé îðäèíàë λ < κ íà κ. Òîãäà f = ϕG äëÿ íåêîòîðîãî èìåíè ϕ. Ïî òåîðåìå
îá èñòèííîñòè äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ G èìååì p 
 (ϕ � ôóíêöèÿ èç λ íà κ).

Ðàññóæäàåì â M . Äëÿ êàæäîãî α < λ ïîëîæèì

Aα = {β < κ : ∃q ≤ p(q 
 ϕ(α) = β)}.

Ýòî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíî ìîæíî îïðåäåëèòü â M :

Aα = {β < κ : ∃q ≤ p(q 
∗ ÏÀÐÀ(α, β) ∈ ϕ)}.

Ìíîæåñòâî Aα ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ñîâîêóïíîñòü âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ϕ(α) ïðè ðàçíûõ
èíòåðïðåòàöèÿõ.

Äëÿ êàæäîãî β ∈ Aα âûáåðåì óñëîâèå q(β) ≤ p, âûíóæäàþùåå ϕ(α) = β. Äëÿ β 6= γ óñëîâèÿ q(β)
è q(γ) íåñîâìåñòèìû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè r ≤ q(β) è r ≤ q(γ), òî

r 
 (ϕ � ôóíêöèÿ èç λ íà κ) ∧ (ϕ(α) = β) ∧ (ϕ(α) = γ).

Èç òîãî, ÷òî P óäîâëåòâîðÿåò ó.ñ.ö. â M , ñëåäóåò, ÷òî |Aα|M ≤ ω äëÿ êàæäîãî α < λ. Ïîëîæèì
A =

⋃
α<λAα. Èìååì |A|M ≤ ω.

Âîçüì¼ì ëþáîé îðäèíàë β < κ. Â M [G] èìååì β = f(α) äëÿ íåêîòîðîãî α < λ. Ïî òåîðåìå îá

èñòèííîñòè ñóùåñòâóåò q ∈ G, äëÿ êîòîðîãî q 
 (ϕ(α) = β), ïðè÷¼ì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî q ≤ p. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî β ∈ Aα ⊂ A. Çíà÷èò, κ ⊂ A. Èç àáñîëþòíîñòè îòíîøåíèÿ ⊂ è òîãî, ÷òî κ,A ∈ M ,

ïîëó÷àåì |A|M ≥ κ. Ïðîòèâîðå÷èå.
�

Êàê ýòî ðàáîòàåò

Ïðåäëîæåíèå 6. α-êîýíîâñêîå ÷.ó.ì. P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñ÷¼òíîñòè öåïåé äëÿ ëþáîãî îðäèíà-

ëà α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â α-êîýíîâñêîì ÷.ó.ì. P åñòü íåñ÷¼òíàÿ àíòèöåïü A. Äëÿ êàæäîãî
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà F ⊂ α × ω ìíîæåñòâî ôóíêöèé F → {0, 1} êîíå÷íî. Çíà÷èò, ñåìåéñòâî F =
{dom(p) : p ∈ A} íåñ÷¼òíî.

Ïî ëåììå î ∆-ñèñòåìå íàéäóòñÿ íåñ÷¼òíîå ïîäñåìåéñòâî F ′ ⊂ F è êîíå÷íîå ìíîæåñòâî R ⊂ α× ω
òàêèå, ÷òî F ′ � ∆-ñèñòåìà ñ êîðíåì R, ò.å. F ′∩F ′′ = R äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ F ′, F ′′ ∈ F ′. Ïîñêîëüêó
÷èñëî ðàçíûõ ôóíêöèé R→ {0, 1} êîíå÷íî, ìîæíî ïîäîáðàòü p, q ∈ A, äëÿ êîòîðûõ dom(p) 6= dom(q),
dom(p) ∩ dom(q) = R è p|R = q|R. Ôóíêöèÿ r = p ∪ q ïðîäîëæàåò êàê p, òàê è q, ò.å. r ≤ p è r ≤ q â P â

ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî A � àíòèöåïü. �

Îïðåäåëåíèå 26. Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ F íàçûâàåòñÿ ∆-ñèñòåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî R
òàêîå, ÷òî A∩B = R äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ A,B ∈ F . Ìíîæåñòâî R íàçûâàåòñÿ êîðíåì ∆-ñèñòåìû F .

Ëåììà 6 (Î ∆-ñèñòåìå). Ëþáîå íåñ÷¼òíîå ñåìåéñòâî F êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ñîäåðæèò íåñ÷¼òíóþ

∆-ñèñòåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ìíîæåñòâà â F èìåþò îäèíàêî-

âóþ ìîùíîñòü n è ÷òî âñå îíè � ïîäìíîæåñòâà ω1.
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Èíäóêöèÿ ïî n. Äëÿ n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü n > 1. Åñëè ñóùåñòâóåò α ∈ ω1, äëÿ

êîòîðîãî ñåìåéñòâî
Fα = {F ∈ F : minF = α}

íåñ÷¼òíî, òî íàäî ðàññìîòðåòü
F ′′ = {F \ {α} : F ∈ Fα}

è ïðèìåíèòü èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå. Åñëè F̃ ′′ ⊂ F ′′ � íåñ÷¼òíàÿ ∆-ñèñòåìà è R′′ � å¼ êîðåíü,

òî {F ∪ {α} : F ∈ F̃ ′′} ⊂ F � íåñ÷¼òíàÿ ∆-ñèñòåìà ñ êîðíåì R′′ ∪ {α}.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî òðàíñôèíèòíîé ðåêóðñèè ëåãêî ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå f : ω1 → F òàêîå,

÷òî (⋃
β<α f(β)

)
⊂ min f(α)

äëÿ âñåõ α < ω1. Â ýòîì ñëó÷àå F ′ = {f(α) : α < ω1} ⊂ F � íåñ÷¼òíàÿ ∆-ñèñòåìà ñ êîðíåì R = ∅. �

Ñîâìåñòèìîñòü êîíòèíóóì-ãèïîòåçû
Èñòèííîñòü CH â ìîäåëè M îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈M èç ωM1 íà PM (ω).

Îïðåäåëåíèå 27. Àíòèêîýíîâñêèì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

P = {p : p � ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ èç ω1 â P(ω), | dom(p)| ≤ ω},

óïîðÿäî÷åííîå îáðàòíî âêëþ÷åíèþ.

Â àíòèêîýíîâñêîì ÷.ó.ì. íàèáîëüøèé ýëåìåíò 1 � ýòî ïóñòàÿ ôóíêöèÿ.
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Ëåêöèÿ 6. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ïîëîæåíèé ôîðñèíãà.
Ãèïîòåçà Ñóñëèíà î ñóùåñòâîâàíèè ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííî-
ãî íåñåïàðàáåëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñî ñâîé-
ñòâîì Ñóñëèíà
Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü P ∈M � àíòèêîýíîâñêîå ÷.ó.ì., G ⊂ P � ëþáîå P-ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî è
g =

⋃
G. Òîãäà g ∈M [G] è g ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíîé ôóíêöèåé èç ωM1 íà PM (ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáûå äâà ýëåìåíòà G ñîâìåñòèìû ⇐⇒ ëþáûå äâå ôóíêöèè èç G èìåþò îáùåå

ïðîäîëæåíèå ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî α ∈ ω1 è ëþáûõ p, q ∈ G èìååì p(α) = q(α) ⇐⇒ g =
⋃
G� îòîáðàæåíèå

èç (ïîäìíîæåñòâà) ω1 â PM (ω).
Ïóñòü α ∈ ω1. Ìíîæåñòâî

D = {p ∈ P : α ∈ dom p}

ïëîòíî â P (äëÿ ëþáîãî q ∈ P ëèáî α ∈ dom q, è òîãäà q ∈ D, ëèáî α /∈ dom q, è òîãäà p = q∪{(α,∅)} ∈ D
è p ≤ q). Çíà÷èò, G ∩D 6= ∅, ò.å. G ñîäåðæèò ôóíêöèþ, îïðåäåë¼ííóþ â òî÷êå α =⇒ îòîáðàæåíèå g
îïðåäåëåíî â òî÷êå α.

Ïóñòü N ∈M , N ⊂ ω. Ìíîæåñòâî

D = {p ∈ P : N ∈ ran p}

ïëîòíî â P (äëÿ ëþáîãî q ∈ P ñóùåñòâóåò α /∈ dom q; èìååì p = q ∪ {(α,N)} ∈ D è p ≤ q). Çíà÷èò,
G∩D 6= ∅, ò.å. G ñîäåðæèò ôóíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèå N â íåêîòîðîé òî÷êå =⇒ îòîáðàæåíèå

g ïðèíèìàåò çíà÷åíèå N â íåêîòîðîé òî÷êå =⇒ g : ωM1 →PM (ω) ñþðúåêòèâíî. �

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî M [G] |= CH (ò.å. ÷òî CH èñòèííà â M [G]), íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî

PM [G](ω) = PM (ω) è ωM1 � êàðäèíàë â M [G].

Îïðåäåëåíèå 28. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî P íàçûâàåòñÿ ω-çàìêíóòûì, åñëè äëÿ ëþáîé

íåâîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (pn)n∈ω óñëîâèé èç P íàéä¼òñÿ p ∈ P òàêîå, ÷òî p ≤ pn äëÿ âñåõ
n ∈ ω.

Î÷åâèäíî, àíòèêîýíîâñêîå ìíîæåñòâî ω-çàìêíóòî.

Òåîðåìà 17 (î ñîõðàíåíèè ôóíêöèé). Ïóñòü M � ÑÒÌ, P ∈ M � ÷.ó.ì., M |= (P ω-çàìêíóòî), G
� ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî, X ∈M è f ∈M [G] � ôóíêöèÿ ω → X. Òîãäà f ∈M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ M [G] � ôóíêöèÿ ω → X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f /∈ Xω ∩M . Çàôèêñèðóåì

èìÿ τ , äëÿ êîòîðîãî f = τG, è óñëîâèå p ∈ P òàêîå, ÷òî

p 
 τ � ôóíêöèÿ ω → X è τ /∈ (Xω).

Ðàññóæäàåì âM . Ïî èíäóêöèè ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (pn)n∈ω óñëîâèé èç P è (xn)n∈ω òî÷åê
èç X òàê, ÷òî

• p0 = p,

• pn+1 ≤ pn äëÿ n ∈ ω,

• pn+1 
 τ(n) = xn äëÿ n ∈ ω.
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Íà n-ì øàãå òî÷êà xn è óñëîâèå pn+1 ñòðîÿòñÿ òàê: ïîñêîëüêó pn 
 (τ � ôóíêöèÿ ω → X), èìååì
p 
 ∃π ∈ X(τ(n) = π). Ïîñêîëüêó âñå èìåíà π ∈ X èìåþò âèä x äëÿ x ∈ X, â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç

îñíîâíîé òåîðåìû, ïóíêò 4, ñóùåñòâóþò xn ∈ X è pn+1 ∈ P , äëÿ êîòîðûõ pn+1 
 τ(n) = xn.
Ïîëó÷èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü g = (xn)n∈ω = {(n,xn) : n ∈ ω} ∈M .

Ýòî ôóíêöèÿ ω → X. P ω-çàìêíóòî =⇒ ∃ pω ∈ P òàêîå, ÷òî pω ≤ pn äëÿ n ∈ ω. Äëÿ ëþáîãî

ãåíåðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà G′ 3 pω è ëþáîãî n ∈ ω èìååì τG′(n) = xn, îòêóäà τG′ = g ∈ Xω = (Xω)G′ â

ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî p0 
 τ /∈ (Xω).
�

Ñëåäñòâèå 2. ÏóñòüM � ÑÒÌ, P ∈M � ÷.ó.ì.,M |= (P ω-çàìêíóòî) è G � ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî.

Òîãäà

1. PM [G](ω) = PM (ω);

2. ω
M [G]
1 = ωM1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Åñëè A ∈ PM [G](ω) \PM (ω), òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ χA : ω → {0, 1} �
êîíòðïðèìåð ê òåîðåìå.

2. Î÷åâèäíî. �

Ãèïîòåçà Ñóñëèíà
Ïóñòü (X,≤) � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, è ïóñòü L,R ⊂ X, ïðè÷¼ì L ∪R = X è L < R (ò.å.

x < y äëÿ ëþáûõ x ∈ L è y ∈ R). Ïàðà L,R íàçûâàåòñÿ

• ñêà÷êîì, åñëè ñóùåñòâóþò maxL ∈ L è minR ∈ R;

• äåäåêèíäîâûì ñå÷åíèåì, åñëè íå ñóùåñòâóåò minR;

• ùåëüþ, åñëè íå ñóùåñòâóþò minR è maxL.

Ïóñòü (L,R) è (L′, R′) � äåäåêèíäîâû ñå÷åíèÿ. Áóäåì ïèñàòü (L,R) ≤ (L′, R′), åñëè L ⊂ L′. Ìíîæåñòâî

X̂ âñåõ äåäåêèíäîâûõ ñå÷åíèé, òàê óïîðÿäî÷åííîå, íå ñîäåðæèò ùåëåé è ñîäåðæèò X (êàæäûé ýëåìåíò

X îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ (Lx, Rx), ãäå Lx = {y ∈ X : y ≤ x} è Rx = {y ∈ X : x < y}). Ïðè ýòîì X ïëîòíî

â X̂, ò.å. ëþáîé íåïóñòîé èíòåðâàë â X̂ ñîäåðæèò òî÷êó èç X. Ìíîæåñòâî X̂ íàçûâàåòñÿ äåäåêèíäîâûì

ïîïîëíåíèåì ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà X.
Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî X ñâÿçíî, åñëè â í¼ì íåò ñêà÷êîâ è ùåëåé. Äåäåêèíäîâî ïîïîë-

íåíèå ëþáîãî ìíîæåñòâà, â êîòîðîì íåò ñêà÷êîâ, ñâÿçíî.

Íà êàæäîì ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå (X,≤) åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ïîðÿäêîâàÿ òîïîëîãèÿ
T : ìíîæåñòâî îòêðûòî ⇐⇒ îíî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ èíòåðâà-

ëîâ. Ìíîæåñòâî Y ⊂ X ïëîòíî â X îòíîñèòåëüíî ýòîé òîïîëîãèè (ò.å. åãî çàìûêàíèå cl Y ñîâïàäàåò ñ

X) ⇐⇒ Y ïëîòíî â X â ñìûñëå ïîðÿäêà. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X,T ) ñâÿçíî (ò.å. åãî íåëüçÿ
ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ) ⇐⇒ (X,≤) ñâÿçíî â
ñìûñëå ïîðÿäêà.

Âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ R � äåäåêèíäîâî ïîïîëíåíèå ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q. Îíà ñâÿçíà
è ñåïàðàáåëüíà (ò.å. ñîäåðæèò ñ÷¼òíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî). Êðîìå òîãî, â R íåò íè íàèìåíüøåãî,

íè íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà.

Õîðîøî èçâåñòíî è íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå

• íå ñîäåðæèò íè íàèìåíüøåãî, íè íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà,

• ñâÿçíî,
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• ñåïàðàáåëüíî

ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî ïðÿìîé R.

Îïðåäåëåíèå 29. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ñóñëèíà, åñëè â í¼ì âñÿêîå ñå-

ìåéñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî.

Çàìå÷àíèå 6. 1. Âñÿêîå ñåïàðàáåëüíîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ñóñëèíà.

2. Òîïîëîãèÿ T (ñåìåéñòâî âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ) ëþáîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ÷à-

ñòè÷íî óïîðÿäî÷åíà îòíîøåíèåì ⊂. Ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ñóñëèíà ⇐⇒ T óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñ÷¼òíîñòè öåïåé.

Îïðåäåëåíèå 30. Ïðÿìàÿ Ñóñëèíà � ýòî íåñåïàðàáåëüíîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïðîñòðàíñòâî ñî

ñâîéñòâîì Ñóñëèíà.

Ãèïîòåçà Ñóñëèíà � ýòî óòâåðæäåíèå ¾ïðÿìûõ Ñóñëèíà íå ñóùåñòâóåò¿. Îáîçíà÷åíèå: SH.

Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîèçâåäåíèÿ

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ {Xα : α ∈ A} îïðåäåëÿåòñÿ òàê:∏
α∈A

Xα = {f : A→
⋃
α∈A

Xα : ∀α ∈ A(f(α) ∈ Xα)}.

Ýëåìåíò f : A →
⋃
α∈A

Xα ïðîèçâåäåíèÿ
∏
α∈A

Xα ïðèíÿòî çàïèñûâàòü íå â âèäå îòîáðàæåíèÿ, à â

ñïåöèàëüíîì âèäå (xα)α∈A, ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî xα = f(α) ∈ Xα äëÿ êàæäîãî α. Ïðè ýòîì xα
íàçûâàåòñÿ α-é êîîðäèíàòîé ýëåìåíòà (xα)α∈A.

Êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèåé ïðîèçâåäåíèÿ
∏
α∈A

Xα íà ñîìíîæèòåëü Xβ , ãäå β ∈ A, íàçûâàåòñÿ îòîáðà-

æåíèå πβ :
∏
α∈A

Xα → Xβ , îïðåäåë¼ííîå åñòåñòâåííûì ïðàâèëîì πβ
(
(xα)α∈A

)
= xβ äëÿ âñåõ (xα)α∈A ∈∏

α∈A
Xα.

Íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè X ×Y äâóõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ òîïî-

ëîãèÿ ïðîèçâåäåíèÿ � â íåé îòêðûòû âñåâîçìîæíûå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ âèäà

U × V, ãäå U îòêðûòî â X, V îòêðûòî â Y .

Òîïîëîãè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì, èëè ïðîñòî ïðîèçâåäåíèåì, äâóõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâà-

åòñÿ èõ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ñ ýòîé òîïîëîãèåé.

Òèõîíîâñêàÿ òîïîëîãèÿ, èëè òîïîëîãèÿ ïðîèçâåäåíèÿ, íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè
∏
α∈A

Xα ïðîèç-

âîëüíîãî ñåìåéñòâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ � ýòî ñàìàÿ ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé

âñå êàíîíè÷åñêèå ïðîåêöèè íåïðåðûâíû.

Ïðîèçâåäåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ òèõîíîâñêîé òîïîëîãèåé íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè-

ìè, èëè òèõîíîâñêèìè, ïðîèçâåäåíèÿìè. Îòêðûòûå ìíîæåñòâà � âñåâîçìîæíûå îáúåäèíåíèÿ ìíî-

æåñòâ âèäà
∏
α∈A

Uα, ãäå êàæäîå Uα � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Xα è Uα = Xα äëÿ âñåõ, êðîìå êîíå÷íîãî

÷èñëà, èíäåêñîâ α.
Â òåîðèè êàòåãîðèé ïðîèçâåäåíèå îáúåêòîâ Xα, α ∈ A, îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáúåêò X âìåñòå ñ ñåìåé-

ñòâîì ìîðôèçìîâ πα : X → Xα (íàçûâàåìûõ êàíîíè÷åñêèìè ïðîåêöèÿìè) ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ

ëþáîãî îáúåêòà Y ýòîé êàòåãîðèè è ëþáîãî ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ fα : Y → Xα ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íûé ìîðôèçì f : Y → X òàêîé, ÷òî äèàãðàììà
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X

Y Xα

πα
f

fα

êîììóòàòèâíà (ò.å. πα ◦ f = fα) äëÿ êàæäîãî α ∈ A. Â ïðèìåíåíèè ê êàòåãîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ (ãäå îáúåêòû � ïðîñòðàíñòâà, à ìîðôèçìû � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ) ýòî îïðåäåëåíèå

îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé fα : Y → Xα äèàãîíàëüíîå ïðîèçâåäå-

íèå ∆
α∈A

fα : Y →
∏
α∈A

Xα äîëæíî áûòü íåïðåðûâíûì.

Òåîðåìà 18 (Õüþèòò�Ìàð÷åâñêèé�Ïîíäèöåðè). Ïðîèçâåäåíèå íåïóñòûõ íåîäíîòî÷å÷íûõ òîïî-

ëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Xα, α ∈ A, ñåïàðàáåëüíî ⇐⇒ âñå Xα ñåïàðàáåëüíû è |A| ≤ 2ω.

Òåîðåìà 19. Åñëè ñåìåéñòâî ïðîñòðàíñòâ {Xα : α ∈ A} òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
èíäåêñîâ F ⊂ A ïðîèçâåäåíèå X =

∏
α∈F

Xα îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ñóñëèíà, òî è âñ¼ ïðîèçâåäåíèå
∏
α∈A

Xα

îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Wι} � íåñ÷¼òíîå ñåìåéñòâî íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â X. Èìååì Wι ⊃∏
U ια 6= ∅, ãäå U ια = Xα äëÿ âñåõ α /∈ Fι, Fι ⊂ A êîíå÷íî. Ïóñòü R � êîðåíü íåñ÷¼òíîé ∆-ñèñòåìû,

ñîäåðæàùåéñÿ â {Fι}. Ïðîèçâåäåíèå
∏
α∈R

Xα ñî ñâîéñòâîì Ñóñëèíà =⇒ ñóùåñòâóþò ι′ 6= ι′′ òàêèå,

÷òî Fι′ è Fι′′ ïîïàëè â ∆-ñèñòåìó è
∏
α∈R

U ι
′
α ∩

∏
α∈R

U ι
′′
α 6= ∅. Ïîñêîëüêó (Fι′ \ R) ∩ (Fι′′ \ R) = ∅, èìååì

Wι′ ∩Wι′′ 6= ∅. �

Ïðåäëîæåíèå 8. Êâàäðàò ïðÿìîé Ñóñëèíà íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ñóñëèíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (X,≤) � ïðÿìàÿ Ñóñëèíà. Èíäóêöèåé ïî α íàéä¼ì òî÷êè aα, bα, cα ∈ X, α <
ω1, ñî ñâîéñòâàìè

1. aα < bα < cα;

2. (aα, bα) 6= ∅ è (bα, cα) 6= ∅;

3. (aα, cα) ∩ {bβ : β < α} = ∅.

Ïóñòü I � ìíîæåñòâî âñåõ èçîëèðîâàííûõ òî÷åê â X. Îíî ñ÷¼òíî, òàê êàê X îáëàäàåò ñâîéñòâîì

Ñóñëèíà è {x} îòêðûòî äëÿ êàæäîãî x ∈ I. Âûáåðåì ëþáûå a0, b0, c0 ∈ X ñî ñâîéñòâàìè 1 è 2.

Ïóñòü α < ω1 è aβ, bβ, cβ óæå ïîñòðîåíû äëÿ âñåõ β < α. X íå ñåïàðàáåëüíî =⇒ ìíîæåñòâî

X\cl I ∪ {bβ : β < α} ñîäåðæèò íåïóñòîé èíòåðâàë (aα, cα).
Îí áåñêîíå÷åí (èçîëèðîâàííûå òî÷êè èñêëþ÷åíû) =⇒ ∃ bα ∈ (aα, cα) ñî ñâîéñòâîì 2.

Ìíîæåñòâà (aα, bα) × (bα, cα) íåïóñòû, îòêðûòû è ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ: åñëè β < α, òî ëèáî

bβ ≤ aα, ëèáî bβ ≥ cα, ò.å. ëèáî (aβ, bβ) ∩ (aα, bα) = ∅), ëèáî (bβ, cβ) ∩ (bα, cα) = ∅. �

Ïðåäëîæåíèå 9. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ Ñóñëèíà, òî ñóùåñòâóåò è ïðÿìàÿ Ñóñëèíà, êîòîðàÿ

1. íå èìååò ñêà÷êîâ (ò.å. (a, b) 6= ∅ äëÿ a < b) è

2. íå ñîäåðæèò ñåïàðàáåëüíûõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Âçÿâ ëþáóþ ïðÿìóþ Ñóñëèíà (X,≤), îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼
íà X, ïîëàãàÿ x ∼ y ⇐⇒ èíòåðâàë (x, y) ñåïàðàáåëåí.
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Êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè [x]∼ � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ò.å. åñëè y, z ∈ [x]∼ è y < z, òî (y, z) ⊂
[x]∼. Ïîýòîìó íà ìíîæåñòâå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåë¼í åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê: [x]∼ ≤∼ [y]∼
⇐⇒ x ≤ y (îí íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé x è y).

Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî X/ ∼= {[x]∼ : x ∈ X} ñ ïîðÿäêîì ≤∼ � ïðÿìàÿ Ñóñëèíà ñ íóæíûìè ñâîé-

ñòâàìè. �

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ Ñóñëèíà, òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî,

êîòîðîå

• íå ñîäåðæèò íè íàèìåíüøåãî, íè íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà,

• ñâÿçíî,

• îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ñóñëèíà

è íå èçîìîðôíî ïðÿìîé R.

Ýòèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò äåäåêèíäîâî ïîïîëíåíèå ïðÿìîé Ñóñëèíà èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû, èç

êîòîðîãî âûêèíóëè íàèìåíüøèé è íàèáîëüøèé ýëåìåíòû (åñëè îíè åñòü).

Àêñèîìà Ìàðòèíà
Îïðåäåëåíèå 31. Ïóñòü P = (P,≤,1) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî è D � ëþáîå ñåìåéñòâî

åãî ïîäìíîæåñòâ. Ìíîæåñòâî F ⊂ P íàçûâàåòñÿ D-ãåíåðè÷åñêèì ôèëüòðîì, åñëè

1. 1 ∈ F ;

2. äëÿ ëþáûõ p, q ∈ F ñóùåñòâóåò r ∈ F òàêîå, ÷òî r ≤ p è r ≤ q;

3. åñëè p ∈ F , q ∈ P è p ≤ q, òî q ∈ F ;

4. F ∩D 6= ∅ äëÿ ëþáîãî D ∈ D .

Àêñèîìà Ìàðòèíà. Äëÿ ëþáîãî ÷.ó.ì. P, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ñ÷¼òíîñòè öåïåé, è ëþáîãî

ñåìåéñòâà D ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ P ìîùíîñòè |D | < 2ω ñóùåñòâóåò D-ãåíåðè÷åñêèé ôèëüòð.

Çàìå÷àíèå 7. CH =⇒ MA

Îïðåäåëåíèå 32. Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ íàçâàåòñÿ öåíòðèðîâàííûì, åñëè âñÿêîå åãî êîíå÷íîå ïîäñå-

ìåéñòâî èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Òåîðåìà 20 (MA + ¬CH). Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñâîéñòâîì Ñóñëèíà è {Uα :
α < ω1} � ñåìåéñòâî íåïóñòûõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâX. Òîãäà íàéä¼òñÿ íåñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî A ⊂ ω1,

äëÿ êîòîðîãî ñåìåéñòâî {Uα : α < ω1} öåíòðèðîâàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî α < ω1 ïîëîæèì Vα =
⋃
γ>α

Uγ . Äëÿ ëþáûõ α1 < α2 < ω èìååì Vα1 ⊃ Vα2 .

Ñóùåñòâóåò α0 < ω1 òàêîå, ÷òî
∀β > α0(V β = V α0) (?)

(÷åðòà ñâåðõó � çàìûêàíèå). Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ìîãëè áû íàéòè âîçðàñòàþùóþ

íåñ÷¼òíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðäèíàëîâ (αξ)ξ<ω1 òàêóþ, ÷òî cl Vαξ+1
6=cl Vαξ , ò.å. Vαξ\cl Vαξ+1

6= ∅,
äëÿ êàæäîãî ξ. Ìíîæåñòâà Vαξ\cl Vαξ+1

îòêðûòû è ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ñâîéñòâî Ñóñëèíà =⇒
âñå îíè, êðîìå ñ÷¼òíîãî ÷èñëà, äîëæíû áûòü ïóñòûìè.
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Çàôèêñèðóåì α0 < ω1, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå (?), è ïîëîæèì

P = {p ⊂ Vα0 : p îòêðûòî è p 6= ∅}.

Óïîðÿäî÷èì P ïî âêëþ÷åíèþ. Ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò 1 � ýòî Vα0 . P óäîâëåòâîðÿåò ó.ñ.ö., òàê êàê X
îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ñóñëèíà. Äëÿ α < ω1 ïîëîæèì

Dα = {p ∈ P : ∃β > α(p ⊂ Uβ)}.

Ìíîæåñòâî Dα ïëîòíî: åñëè p ∈ P , òî p ∩ Vα 6= ∅ â ñèëó (?), è èç òîãî, ÷òî Vα =
⋃
γ>α

Uγ , ñëåäóåò, ÷òî

p ∩ Uγ 6= ∅ äëÿ íåêîòîðîãî γ > α. Èìååì p ∩ Uγ ∈ Dα è p ∩ Uγ ≤ p.
Ïîëîæèì D = {Dα : α < ω1}. ¬CH =⇒ ω1 < 2ω. MA =⇒ ∃D-ãåíåðè÷åñêèé ôèëüòð F (ñåìåéñòâî

îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ X). Ñåìåéñòâî F öåíòðèðîâàíî, òàê êàê ëþáûå äâà p, q ∈ F ñîâìåñòèìû â F ,
ò.å. èõ ïåðåñå÷åíèå ñîäåðæèò ýëåìåíò F . Ïîëîæèì

A = {β < ω1 : ∃p ∈ F (p ⊂ Uβ)}.

F öåíòðèðîâàíî =⇒ {Uα : α ∈ A} öåíòðèðîâàíî. F ïåðåñåêàåò âñå Dα =⇒ A íåîãðàíè÷åíî â ω1, à

çíà÷èò, íåñ÷¼òíî. �

Ñëåäñòâèå 4 (MA + ¬CH). Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà ïðîñòðàíñòâ ñî ñâîé-
ñòâîì Ñóñëèíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ñóñëèíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû î ñâîéñòâå Ñóñëèíà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ, âñå êîíå÷íûå

ïîäïðîèçâåäåíèÿ êîòîðîãî îáëàäàþò ñâîéñòâîì Ñóñëèíà, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè X è Y � äâà

òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà ñî ñâîéñòâîì Ñóñëèíà, òî X × Y îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ñóñëèíà.

Ïóñòü {Wα : α < ω1} � ñåìåéñòâî íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â X × Y . Äëÿ êàæäîãî α < ω1

âûáåðåì íåïóñòûå îòêðûòûå ìíîæåñòâà Uα â X è Vα â Y , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Uα × Vα ⊂ Wα.

Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé, íàéä¼ì íåñ÷¼òíîå A ⊂ ω1, äëÿ êîòîðîãî {Uα : α ∈ A} öåíòðèðîâàíî. Ñåìåéñòâî
{Vα : α ∈ A} íå ìîæåò ñîñòîÿòü èç ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ, òàê êàê Y îáëàäàåò ñâîéñòâîì

Ñóñëèíà. Ïóñòü α, β ∈ A, α 6= β è Vα ∩ Vβ 6= ∅. Ïîñêîëüêó Uα ∩ Uβ 6= ∅ (â ñèëó öåíòðèðîâàííîñòè),

èìååì

Wα ∩Wβ ⊃ (Uα × Vα) ∩ (Uβ × Vβ) 6= ∅.

�

Ñëåäñòâèå 5 (MA + ¬CH). Ïðÿìûõ Ñóñëèíà íå ñóùåñòâóåò.

Òåîðåìà 21. Àêñèîìà Ìàðòèíà ðàâíîñèëüíà óòâåðæäåíèþ:

Åñëè X � ëþáîé êîìïàêò ñî ñâîéñòâîì Ñóñëèíà è U � ëþáîå ñåìåéñòâî âñþäó ïëîòíûõ

îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ X ìîùíîñòè |U | < 2ω, òî
⋂

U 6= ∅.

Òåîðåìà 22. MA =⇒ âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R, ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì < 2ω

íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè â R.

Òåîðåìà 23. MA =⇒ â ëþáîì êîìïàêòå ìîùíîñòè < 2ω âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò ñõîäÿ-
ùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïðîáëåìà Óàéòõåäà

Íàçîâ¼ì ãðóïïîé Óàéòõåäà àáåëåâó ãðóïïó A òàêóþ, ÷òî åñëè B � ëþáàÿ äðóãàÿ àáåëåâà ãðóïïà

è ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèçì f : B → A ñ ÿäðîì, èçîìîðôíûì Z, òî ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì h : A→ B,
äëÿ êîòîðîãî f ◦ h = idA.
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âñÿêàÿ ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Óàéòõåäà.

Ïðîáëåìà Óàéòõåäà: âåðíî ëè îáðàòíîå?

Â ìîäåëè Ã¼äåëÿ V = L âñÿêàÿ ãðóïïà Óàéòõåäà ñâîáîäíà, â MA + ¬CH ñóùåñòâóþò íåñâîáîäíûå

ãðóïïû Óàéòõåäà (Øåëàõ).
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Ëåêöèÿ 7. Êîìáèíàòîðíûå ñëåäñòâèÿ àêñèîìû Ìàðòèíà

Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü MA è CH
Ñóùåñòâóåò ìîäåëü ZFC, â êîòîðîé èñòèííû MA è ¬CH. Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ:

Ïóñòü M � ñ÷¼òíàÿ ÑÒÌ, M |= 2ω = ω2, è ïóñòü P,D ∈ M . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà (P,D) �
êîíòðïðèìåð äëÿ MA â M , åñëè

M |= (P � ÷.ó.ì., óäîâëåòâîðÿþùåå ó.ñ.ö.,

D � ñåìåéñòâî ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ P , |D | = ω1

è íå ñóùåñòâóåò D-ãåíåðè÷åñêîãî ôèëüòðà â M).

M |= MA ⇐⇒ â M íåò êîíòðïðèìåðîâ äëÿ MA.

Åñëè (P,D) ∈ M � êîíòðèìåð äëÿ MA è ìíîæåñòâî G P-ãåíåðè÷åñêîå, òî òåì áîëåå G ÿâëÿ-

åòñÿ D-ãåíåðè÷åñêèì ôèëüòðîì, òàê ÷òî â M [G] ïàðà (P,D) óæå íå ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì, ïðè-

÷¼ì ïîñêîëüêó P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñ÷¼òíîñòè öåïåé, â M è M [G] îäíè è òå æå êàðäèíàëû, òàê

÷òî M [G] |= ¬CH. Ìíîãîêðàòíî (áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç) ïðèìåíÿÿ ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå, ìîæíî

¾óáèòü¿ âñå êîíòðïðèìåðû äëÿ MA. Ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ ñëåäèòü, ÷òîáû ïðè ðàñøèðåíèÿõ íå ïîÿâ-

ëÿëèñü íîâûå êîíòðïðèìåðû.

Êîìáèíàòîðíûå ñëåäñòâèÿ àêñèîìû Ìàðòèíà

Ìàëûå íåñ÷¼òíûå êàðäèíàëû

• Ìíîæåñòâî A ïî÷òè ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå B, åñëè A \B êîíå÷íî. Îáîçíà÷åíèå: A ⊂∗ B.

• Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ F öåíòðèðîâàíî (ñèëüíî öåíòðèðîâàíî), åñëè äëÿ ëþáûõ F1, . . . , Fk ∈ F
ïåðåñå÷åíèå F1 ∩ · · · ∩ Fk íåïóñòî (áåñêîíå÷íî).

• Ïñåâäîïåðåñå÷åíèåì ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ F íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî A òàêîå, ÷òî A ⊂∗ F
äëÿ âñåõ F ∈ F .

• Ñåìåéñòâî S ïîäìíîæåñòâ ω íàçûâàåòñÿ ðàñùåïëÿþùèì, åñëè äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
A ⊂ ω íàéä¼òñÿ S ∈ S òàêîå, ÷òî |A ∩ S| = |A \ S| = ω.

• Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ ïî÷òè äèçúþíêòíî, åñëè âñå ïîïàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ åãî ýëåìåíòîâ êîíå÷íû.

• Ïîðÿäîê ≤∗ íà ìíîæåñòâå ωω ôóíêöèé ω → ω îïðåäåëÿåòñÿ òàê: f ≤∗ g, åñëè ìíîæåñòâî {n ∈ ω :
f(n) > g(n)} êîíå÷íî.

• Ìíîæåñòâî X ⊂ ωω îãðàíè÷åíî, åñëè ∃g ∈ ωω∀f ∈ X(f ≤∗ g).

• Ìíîæåñòâî X ⊂ ωω äîìèíèðóþùåå, åñëè ∀f ∈ ωω∃g ∈ X(f ≤∗ g).

Îïðåäåëåíèå 33. Ñåìåéñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ω îáîçíà÷àåòñÿ [ω]ω.

• a = min{|A | : A ⊂ [ω]ω � ìàêñèìàëüíîå áåñêîíå÷íîå

ïî÷òè äèçúþíêòíîå ñåìåéñòâî}

• b = min{|B| : B ⊂ ωω ≤∗-íåîãðàíè÷åíî}

• d = min{|D | : D ⊂ ωω ≤∗-äîìèíèðóþùåå}
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• s = min{|S | : S ⊂ [ω]ω � ðàñùåïëÿþùåå ñåìåéñòâî}

• p = min{|P| : P ⊂ [ω]ω ñèëüíî öåíòðèðîâàíî,

íî íå èìååò ïñåâäîïåðåñå÷åíèÿ}

ω1 ≤ p

b
6

a
d
≤ 2ω6

s 66

Ïîíÿòíî, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè CH âñå ýòè êàðäèíàëû ñîâïàäàþò è ðàâíû 2ω.

Òåîðåìà 24 (Booth). MA =⇒ p = 2ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü κ < 2ω � áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë è F = {Xα : α < κ} ⊂ [ω]ω � ñèëüíî
öåíòðèðîâàííîå ñåìåéñòâî. Ïóñòü P = {(s, E) : s ⊂ ω êîíå÷íî, E ⊂ κ êîíå÷íî}, è ïóñòü

(s, E) ≤ (t, F ) ⇐⇒ (t ⊂ s) ∧ (F ⊂ E) ∧ (s \ t ⊂
⋂
{Xα ∈ F : α ∈ F}).

P óäîâëåòâîðÿåò ó.ñ.ö.: åñëè A ⊂ P íåñ÷¼òíî, òî ∃ s, E, F òàêèå, ÷òî (s, E), (s, F ) ∈ A (òàê êàê ìíîæåñòâî
êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ω ñ÷¼òíî). Èìååì (s, E ∪ F ) ≤ (s, E) è (s, E ∪ F ) ≤ (s, F ).

Äëÿ α ∈ κ è n ∈ ω ïîëîæèì

Dα,n = {(s, E) ∈ P : α ∈ E, |s| > n}.

ÊàæäîåDα,n ïëîòíî: åñëè (t, F ) ∈ P , E = F∪{α} è s � ýòî t ïëþñ n òî÷åê èç
⋂
α∈F Xα, òî (s, E) ≤ (t, F )

è (s, E) ∈ Dα,n. Ïîëîæèì
D = {Dα,n : α ∈ κ, n ∈ ω}.

Èìååì |D | < 2ω. Ïóñòü G � D-ãåíåðè÷åñêèé ôèëüòð íà P è

XG =
⋃
{s ⊂ ω : s êîíå÷íî, ∃E ⊂ κ òàêîå, ÷òî (s, E) ∈ G}.

XG áåñêîíå÷íî. G ïåðåñåêàåò âñå Dα,n ∈ D =⇒ äëÿ êàæäîãî α ∈ κ ñóùåñòâóåò (s, E) ∈ G òàêîå, ÷òî
α ∈ E. Ýëåìåíòû G ïîïàðíî ñîâìåñòèìû =⇒ äëÿ ëþáîãî (s′, E′) ∈ G ñóùåñòâóåò (s′′, E′′) ∈ XG òàêîå,
÷òî (s′′, E′′) ≤ (s′, E′) (òàê ÷òî s′′ ⊃ s′) è (s′′, E′′) ≤ (s, E) (òàê ÷òî Xα ⊃

⋂
β∈E Xβ ⊃ s′′ \ s ⊃ s′ \ s).

Çíà÷èò, XG \ s ⊂ Xα, ò.å. XG ⊂∗ Xα. �

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)n∈N òî÷åê òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x ∈ X, åñëè
äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x ìíîæåñòâî {n ∈ N : xn /∈ U} êîíå÷íî. Â ñëó÷àå, êîãäà âñå òî÷êè xn
ðàçëè÷íû, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî {xn : n ∈ N} ⊂∗ U .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåòðèâèàëüíà, åñëè îíà ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ.

Äàæå ñ÷¼òíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü íåäèñêðåòíûì, íî íå ñîäåðæàòü íåòðèâèàëüíûõ ñõîäÿùèõñÿ

ïîñëåäîâàòåëüñíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 34. Òî÷êà x òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Ôðåøå�Óðûñîíà, åñëè

x ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà A ⊂ X ⇐⇒

⇐⇒ ê x ñõîäèòñÿ íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç A.

Áàçà îêðåñòíîñòåé òî÷êè x ∈ X � ñåìåéñòâî U îêðåñòíîñòåé x ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî â ëþáîé

îêðåñòíîñòè x cîäåðæèòñÿ U ∈ U .

ßñíî, ÷òî åñëè òî÷êà x îáëàäàåò ñ÷¼òíîé áàçîé îêðåñòíîñòåé U = {Un : n ∈ N}, òî îíà ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé Ôðåøå�Óðûñîíà: åñëè x ∈clA, òî, âûáðàâ òî÷êó an ∈ A ∩ Un äëÿ êàæäîãî n ∈ N, ìû ïîëó÷èì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an)n∈N, ñõîäÿùóþñÿ ê x.
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Èç òåîðåìû Áóñà âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 6 (MA). Åñëè òî÷êà x â ñ÷¼òíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X îáëàäàåò áàçîé îêðåñò-

íîñòåé U ìîùíîñòè ìåíüøå 2ω, òî x ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Ôðåøå�Óðûñîíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ⊂ X è x ∈clA (ò.å. ëþáàÿ îêðåñòíîñòü x ïåðåñåêàåòñÿ ñ A). Òîãäà ëèáî

ïåðåñå÷åíèå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x ñ A êîíå÷íî (è òîãäà ìîæíî âûáðàòü òðèâèàëüíóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü òî÷åê A, ñõîäÿùóþñÿ ê x), ëèáî ïåðåñå÷åíèÿ U∩A, U ∈ U , îáðàçóþò ñèëüíî öåíòðèðîâàííóþ

ñèñòåìó. Òî÷êè ëþáîãî å¼ ïñåâäîïåðåñå÷åíèÿ ñîñòàâëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê x. �

Îïðåäåëåíèå 35. Ôèëüòðîì íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî F ⊂P(X) ñî ñâîéñòâàìè

1. ∅ /∈ F ;

2. A,B ∈ F =⇒ A ∩B ∈ F ;

3. A ∈ F , A ⊂ B ⊂ ω =⇒ B ∈ F .

Ñåìåéñòâî F � ôèëüòð íà X ⇐⇒ F ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ïðîêîëîòûõ îêðåñòíîñòåé òî÷êè

∗ â ïðîñòðàíñòâå XF = X ∪ {∗}, â êîòîðîì ∗ � åäèíñòâåííàÿ íåèçîëèðîâàííàÿ òî÷êà.

Îïðåäåëåíèå 36. Ìàêñèìàëüíûé (ïî âêëþ÷åíèþ) ôèëüòð íàçûâàåòñÿ óëüòðàôèëüòðîì.

Ôèëüòð F íà ìíîæåñòâå X ÿâëÿåòñÿ óëüòðàôèëüòðîì ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî A ⊂ X ëèáî A ∈ F , ëèáî

X \A ∈ F .

Çàìå÷àíèå 8. Ïðîñòðàíñòâî ωU íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íè äëÿ

êàêîãî óëüòðàôèëüòðà U íà ω.

Äåéñòâèòåëüíî, íåòðèâèàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò ñõîäèòüñÿ òîëüêî ê ∗. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ
íåòðèâèàëüíîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè (xn)n∈N, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ðàçëè÷íû. U � óëüòðàôèëüòð =⇒ ëèáî U = {x2n : n ∈ N} ∈ U ,

ëèáî V = ω \ {x2n : n ∈ N} ∈ U . Â ïåðâîì ñëó÷àå U ∪ {∗} � îêðåñòíîñòü, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò áåñ-

êîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (à èìåííî, âñåõ ýëåìåíòîâ ñ íå÷¼òíûìè íîìåðàìè), à âî

âòîðîì � V ∪ {∗}.

Óëüòðàôèëüòð U íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì, åñëè
⋂

U 6= ∅.
Íà ïîíÿòèè óëüòðàôèëüòðà îñíîâàíà ïîïóëÿðíàÿ ìîäåëü íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà:

Ïóñòü U � ëþáîé íåãëàâíûé óëüòðàôèëüòð íà ω. Íà ìíîæåñòâå Rω ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùå-

ñòâåííûõ ÷èñåë ââåä¼ì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼:

(an)n∈ω ∼ (bn)n∈ω ⇐⇒ {n ∈ ω : an = bn} ∈ U .

Íà ôàêòîðìíîæåñòâå R/∼ âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê:

[(an)n∈ω]∼ ≤ [(bn)n∈ω]∼ ⇐⇒ {n ∈ ω : an ≤ bn} ∈ U .

Êëàññû ïîñòîÿííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Êëàññû ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé, ñõîäÿùèõñÿ ê 0 (ê ∞), òðàêòóþòñÿ êàê áåñêîíå÷íî ìàëûå (áåñêîíå÷íî áîëüøèå) âåëè-
÷èíû. Îíè îòëè÷àþòñÿ ïî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

×åðåç [X]k îáîçíà÷àåòñÿ k-ÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ñòåïåíü ìíîæåñòâàX � ñåìåéñòâî âñåõ k-ýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ X.

Òåîðåìà 25 (Òåîðåìà Ðàìñåÿ). Äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâàX è ëþáîé ðàñêðàñêè χ : [X]2 →
{0, 1} ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå χ-îäíîðîäíîå ìíîæåñòâî H ⊂ X, ò.å. òàêîå, ÷òî χ|[H]2 = const.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ÷òî X = ω. Ïîñòðîèì òðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(Hn)n∈ω, (cn)n∈ω è (hn)n∈ω òàêèå, ÷òî Hn+1 ⊂ Hn ⊂ ω, cn ∈ {0, 1} è hn ∈ ω, hn+1 > hn, äëÿ âñåõ n ∈ ω.
Ïîëîæèì h0 = 0 è H0 = ω. Ïóñòü hn è Hn óæå îïðåäåëåíû. Âûáåðåì cn ∈ {0, 1}, äëÿ êîòîðîãî

ìíîæåñòâî Hn+1 = {k ∈ Hn\(hn+1) : χ(hn, k) = cn} áåñêîíå÷íî, è ïîëîæèì hn+1 ðàâíûì íàèìåíüøåìó

ýëåìåíòó ìíîæåñòâà Hn+1.

Âûáåðåì áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî I ⊂ ω è ÷èñëî c ∈ {0, 1} òàêèå, ÷òî ci = c äëÿ âñåõ i ∈ I, è ïîëîæèì
H = {hi : i ∈ I}. Åñëè hi, hj ∈ H è hi < hj , òî hj ∈ Hi+1, òàê ÷òî χ({hi, hj}) = ci = c. �

Îïðåäåëåíèå 37. ÓëüòðàôèëüòðU íà ω íàçûâàåòñÿ ðàìñååâñêèì, åñëè äëÿ ëþáîé ðàñêðàñêè χ : [ω]2 →
{0, 1} ñóùåñòâóåò χ-îäíîðîäíûé ýëåìåíò U (ò.å. U ∈ U , äëÿ êîòîðîãî χ|[U ]2 = const).

Òåîðåìà 26. MA =⇒ ∃ íåãëàâíûé ðàìñååâñêèé óëüòðàôèëüòð íà ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî âîçìîæíûõ ðàñêðàñîê ìíîæåñòâà [ω]2 ðàâíî 2ω. Çàíóìåðóåì âñå ðàñêðàñêè:

χα, α < 2ω. Ïîñòðîèì ñèëüíî öåíòðèðîâàííîå ñåìåéñòâî χα-îäíîðîäíûõ ìíîæåñòâ Hα. Ïîëîæèì H0

ðàâíûì ëþáîìó áåñêîíå÷íîìó χ0-îäíîðîäíîìó ìíîæåñòâó. Ïóñòü β < 2ω è âñå Hα, α < β, ïîñòðî-
åíû. Ïîñêîëüêó p = 2ω, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ïñåâäîïåðåñå÷åíèå H ⊂ ω ïîñòðîåííûõ ìíîæåñòâ:

H ⊂∗ Hα äëÿ âñåõ α < β. Ïîëàãàåì Hβ ðàâíûì ëþáîìó áåñêîíå÷íîìó χβ-îäíîðîäíîìó ïîäìíîæåñòâó
ìíîæåñòâà H.

ßñíî, ÷òî ñåìåéñòâî H = {Hα : α < 2ω} öåíòðèðîâàíî. Ïî ëåììå Öîðíà ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå
öåíòðèðîâàííîå ñåìåéñòâî U ⊃H . Ýòî ðàìñååâñêèé óëüòðàôèëüòð. �

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî îòðèöàíèå àêñèîìû Ìàðòèíà ñîâìåñòèìî ñ ZFC, ïîñêîëüêó

ñóùåñòâóþò ìîäåëè, â êîòîðûõ íåò ðàìñååâñêèõ óëüòðàôèëüòðîâ íà ω.

Óëüòðàôèëüòð U íà ω ðàìñååâñêèé

m
U ñåëåêòèâíûé, ò.å. åñëè ω =

⊔
n∈ω An, An /∈ U , òî ∃U ∈ U òàêîé, ÷òî |U ∩An| ≤ 1 äëÿ âñÿêîãî n ∈ ω

m
åñëè (Un)n∈ω � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ U , òî â êàæäîì Un ìîæíî âûáðàòü ïî òî÷êå un òàê,

÷òî {un : n ∈ ω} ∈ U
m

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : ω → ω ñóùåñòâóåò ëèáî ýëåìåíò U ∈ U , íà êîòîðîì f ïîñòîÿííà, ëèáî

ýëåìåíò U ∈ U , íà êîòîðîì f âçàèìíî îäíîçíà÷íà

Òåîðåìà 27 (Solovay). Ïóñòü κ ≤ 2ω � áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë, A ,B ⊂ [ω]ω, |A | = |B| = κ è

ïåðåñå÷åíèå A ∩B ëþáûõ ìíîæåñòâ A ∈ A è B ∈ B êîíå÷íî.

MA =⇒ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî C ⊂ ω òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî A ∈ A C ∩ A êîíå÷íî è äëÿ

êàæäîãî B ∈ B C ∩B áåñêîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P = {(s, E) : s ⊂ ω áåñêîíå÷íî, E ⊂ A êîíå÷íî} ñ ïîðÿäêîì

(s, E) ≤ (t, F ) ⇐⇒ (t ⊂ s) ∧ (F ⊂ E) ∧ ((s \ t) ∩
⋂
F = ∅);

ó.ñ.ö. âûïîëíåíî. Äëÿ X ∈ A ïîëîæèì DX = {(s, E) ∈ P : X ∈ E}. Ýòî ìíîæåñòâî ïëîòíî â P . Äëÿ
X ∈ B è k ∈ N ïîëîæèì DX,k = {(s, E) ∈ P : |s ∩X| ≥ k}. Ýòî ìíîæåñòâî òîæå ïëîòíî â P . Ïóñòü

D = {DX : X ∈ A } ∪ {DX,k : X ∈ B, k ∈ ω},

è ïóñòü G � D-ãåíåðè÷åñêèé ôèëüòð. Òîãäà

C =
⋃
{s ⊂ ω : s êîíå÷íî, ∃ êîíå÷íîå E ⊂ A òàêîå, ÷òî (s, E) ∈ G},

îáëàäàåò íóæíûìè ñâîéñòâàìè. �
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Òåîðåìà 28. MA =⇒ 2κ = 2ω äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî êàðäèíàëà κ < 2ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïî÷òè äèçúþíêòíîå ñåìåéñòâî A = {Aα : α < κ} ⊂ [ω]ω. Åãî ìîæíî
ïîñòðîèòü òàê. Ïåðåíóìåðóåì âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà: Q = {qn : n ∈ ω}. Çàôèêñèðóåì â R ìíîæåñòâî

S ìîùíîñòè κ è ïåðåíóìåðóåì åãî ýëåìåíòû òîæå: S = {sα : α ∈ κ}. Äëÿ êàæäîãî α ∈ κ âûáåðåì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ñõîäÿùóþñÿ ê sα, è âîçüì¼ì â êà÷åñòâå Aα ìíîæåñòâî íîìåðîâ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïîïàâøèõ â ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äëÿ êàæäîãî X ∈P(κ) ïîëîæèì

AX = {Aα : α /∈ X} è BX = {Aα : α ∈ X}.

Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ñîëîâåÿ, íàéä¼ì CX ⊂ ω, äëÿ êîòîðîãî |CX ∩ Aα| = ω ⇐⇒ α ∈ X. ßñíî,
÷òî CX 6= CY äëÿ X 6= Y . Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå P(κ) → P(ω), îïðåäåë¼ííîå ïðàâèëîì X 7→ CX ,
èíúåêòèâíî, òàê ÷òî 2κ ≤ 2ω. Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. �

Ãèïîòåçà Ëóçèíà (LH)

2ω = 2ω1

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî MA + ¬CH =⇒ LH.

Îòðèöàíèå ãèïîòåçû Ëóçèíà (2ω < 2ω1) ðàâíîñèëüíî êàæäîìó èç óòâåðæäåíèé:

• Ëþáîé êîìïàêò ìîùíîñòè ≤ 2ω ñîäåðæèò âñþäó ïëîòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ ïåðâîé àêñèîìîé

ñ÷¼òíîñòè (ò.å. òàêîå, ÷òî êàæäàÿ åãî òî÷êà èìååò ñ÷¼òíóþ áàçó îêðåñòíîñòåé).

• Ëþáîé êîìïàêò ìîùíîñòè ≤ 2ω, ÿâëÿþùèéñÿ íåïðåðûâíûì îáðàçîì îáîáù¼ííîãî êàíòîðîâà äèñ-

êîíòèíóóìà {0, 1}κ (ãäå κ � ëþáîé êàðäèíàë), ìåòðèçóåì.

• Âî âñÿêîì ñåïàðàáåëüíîì íîðìàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîå íåñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî èìååò ïðåäåëü-

íóþ òî÷êó.

Ëóçèíñêèå ìíîæåñòâà
Ãèïîòåçà Áîðåëÿ

Ìíîæåñòâî X ⊂ R èìååò ñòðîãóþ ìåðó 0, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (εn)n∈ω ïîëîæè-

òåëüíûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (In)n∈ω èíòåðâàëîâ òàêàÿ, ÷òî |In| < εn äëÿ êàæäîãî n
è
⋃
n∈ω

In ⊃ X.

Ãèïîòåçà Áîðåëÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñå ìíîæåñòâà ñòðîãîé ìåðû 0 ñ÷¼òíû.

Ïîäìíîæåñòâî Y òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íèãäå íå ïëîòíî, åñëè âñÿêîå íåïóñòîå îòêðûòîå

ìíîæåñòâî U ⊂ X ñîäåðæèò íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, íå ïåðåñåêàþùåå Y . Äðóãèìè ñëîâàìè,
Y íèãäå íå ïëîòíî, åñëè X \ Y ñîäåðæèò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 38. Ïîäìíîæåñòâî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ ëóçèíñêèì ìíîæåñòâîì, åñëè åãî

ïåðåñå÷åíèå ñ êàæäûì íèãäå íå ïëîòíûì ìíîæåñòâîì íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî.

Êàæäîå ëóçèíñêîå ìíîæåñòâî èìååò ñòðîãóþ ìåðó 0.

Â 1914 ã. Ëóçèí ïîñòðîèë íåñ÷¼òíîå ëóçèíñêîå ìíîæåñòâî â ïðåäïîëîæåíèè CH. (Ñëåäîâàòåëüíî,

åñëè âûïîëíÿåòñÿ ÑÍ, òî ãèïîòåçà Áîðåëÿ íåâåðíà.)
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Â ïðåäïîëîæåíèè MA + ¬CH íå ñóùåñòâóåò ëóçèíñêèõ ìíîæåñòâ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå âñÿêîå

ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé ìîùíîñòè < 2ω èìååò ïåðâóþ êàòåãîðèþ. (Îäíàêî MA + ¬ÑÍ =⇒ âñÿêîå

ìíîæåñòâî ìîùíîñòè ìåíüøå 2ω èìååò ñòðîãóþ ìåðó 0, òàê ÷òî ãèïîòåçà Áîðåëÿ âñ¼ ðàâíî íåâåðíà.)

Â 1976 ã. Ëýéâåð ïîñòðîèë ìîäåëü ZFC, â êîòîðîé âñÿêîå ìíîæåñòâî ñòðîãîé ìåðû 0 ñ÷¼òíî. Òàêèì

îáðàçîì, èñòèííîñòü ãèïîòåçû Áîðåëÿ íå çàâèñèò îò àêñèîì ZFC.
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Ëåêöèÿ 8. Ñóùåñòâîâàíèå íåñ÷¼òíûõ ëóçèíñêèõ ìíîæåñòâ è
íåñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ âíåøíåé ìåðû íóëü

Ñâîéñòâà ôîðñèíãà Êîýíà

Ñóùåñòâîâàíèå ëóçèíñêèõ ìíîæåñòâ â ïðåäïîëîæåíèè ¬CH
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ îðäèíàëà α α-êîýíîâñêîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî � ýòî ìíîæåñòâî

Pα = (Pα,≤,1), ãäå
Pα = {p ⊂ (α× ω)× {0, 1} : p � êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ},

óïîðÿäî÷åííîå îáðàòíî âêëþ÷åíèþ.

Åñëè M � ÑÒÌ è G ⊂ Pα � ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî, òî g =
⋃
G � ôóíêöèÿ α × ω → {0, 1} â

M [G], êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò α íîâûõ ìíîæåñòâ Sβ ⊂ ω è ôóíêöèé χβ = χ(Sβ) : ω → {0, 1} â M [G]: äëÿ
β < α

Sβ = {n ∈ ω : g(β, n) = 1}, χβ(n) = g(β, n).

Îïðåäåëåíèå 39. Óñëîâèå p ∈ Pα íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíî âûíóæäàþùèì óòâåðæäåíèå ϕ, åñëè p 
 ϕ
è íèêàêîå q > p íå âûíóæäàåò ϕ.

Ïðåäëîæåíèå 10. Äëÿ ëþáîãî óòâåðæäåíèÿ ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíî âûíóæäàþùèõ åãî óñëîâèé íå

áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî M óñëîâèé, ìèíèìàëüíî âûíóæäàþùèõ íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå
ϕ, íåñ÷¼òíî. Ëåììà î ∆-ñèñòåìå =⇒ ∃ íåñ÷¼òíîå M ′ ⊂M è êîíå÷íàÿ ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ R èç α× ω
â {0, 1} òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ p, q ∈ M ′ p ∩ q = R, ò.å. domR ⊂ dom p ∩ dom q, p

(
(α, n)

)
=

q
(
(α, n)

)
= R

(
(α, n)

)
äëÿ (α, n) ∈ R è p

(
(α, n)

)
6= q

(
(α, n)

)
äëÿ (α, n) ∈ dom p ∩ dom q \ domR. Èìååì

R > p ∀p ∈M ′ \{R}. Çíà÷èò, R 6
 ϕ; =⇒ ∃r ≤ R òàêîå, ÷òî r 
 ¬ϕ (ñì. ñëåäñòâèå èç îñíîâíîé òåîðåìû
ôîðñèíãà, 1). Óñëîâèå r íåñîâìåñòèìî ñî âñåìè p ∈M ′ =⇒ ∀p ∈M ′ ∃(β(p), n(p)) ∈ dom p, äëÿ êîòîðûõ
(β(p), n(p)) ∈ dom r è p(β(p), n(p)) 6= r(β(p), n(p)). dom r êîíå÷íà =⇒ ∃ s, t ∈ M ′, s 6= t, òàêèå, ÷òî
(β(s), n(s)) = (β(t), n(t)). Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè r(β(s), n(s)) = 0. Òîãäà

(
(β(s), n(s)), 1

)
∈ s∩ t = R

â ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî
(
(β(s), n(s)), 0

)
∈ r è r ≤ R. �

Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî

Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî, èëè êàíòîðîâ äèñêîíòèíóóì, C � ýòî ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà [0, 1], êîòîðîå
ñòðîèòñÿ ïî èíäóêöèè òàê:

Ìû ïîëàãàåì C0 = [0, 1] è íà ïåðâîì øàãå óäàëÿåì èç îòðåçêà [0, 1] ñðåäíþþ òðåòü, ò.å. èíòåðâàë

(13 ,
2
3). Îñòàâøååñÿ ìíîæåñòâî (îáîçíà÷èì åãî C1) çàìêíóòî è ñîñòîèò èç äâóõ îòðåçêîâ: C1 = [0, 13 ]∪[23 , 1].

Èç êàæäîãî èç ýòèõ îòðåçêîâ óäàëèì ñðåäíþþ òðåòü. Îñòàâøååñÿ ìíîæåñòâî C2 çàìêíóòî è ñîñòîèò

óæå èç ÷åòûð¼õ îòðåçêîâ: C2 = [0, 19 ] ∪ [29 ,
1
3 ] ∪ [23 ,

7
9 ] ∪ [89 , 1]. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîëó÷èì óáû-

âàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Cn ⊂ [0, 1], ïðè÷¼ì äëÿ êàæäîãî n ìíîæåñòâî Cn
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì 2n îòðåçêîâ è Cn+1 ïîëó÷àåòñÿ èç Cn óäàëåíèåì ñðåäíèõ òðåòåé (áåç êîíöîâ)

èç âñåõ îòðåçêîâ â ýòîì îáúåäèíåíèè. Ñåìåéñòâî {Cn : n ∈ ω} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåíòðèðîâàííîå

ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ êîìïàêòà [0, 1], ïîýòîìó îíî èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Ýòî ïåðå-
ñå÷åíèå è åñòü êàíòîðîâî ìíîæåñòâî: C =

⋂
n∈ω Cn. Îíî êîìïàêòíî, áóäó÷è çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì

êîìïàêòà [0, 1].
Êàíòîðîâ äèñêîíòèíóóì � êëàññè÷åñêèé ïðèìåð ñîâåðøåííîãî (ò.å. çàìêíóòîãî è íå ñîäåðæàùåãî

èçîëèðîâàííûõ òî÷åê) íèãäå íå ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà ïðÿìîé. Îí ãîìåîìîðôåí ñ÷¼òíîé òîïîëîãè-

÷åñêîé ñòåïåíè {0, 1}N äâóõòî÷å÷íîãî äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà {0, 1}: {0, 1}N = {ϕ ⊂N ×{0, 1} :
ϕ � ôóíêöèÿ} = {(xn)n∈N : ∀n ∈ N(xn ∈ {0, 1})}.
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Òîïîëîãèÿ: âñÿêàÿ îêðåñòíîñòü ëþáîé ôóíêöèè ϕ ∈ {0, 1}N ñîäåðæèò êàíîíè÷åñêóþ îêðåñòíîñòü

âèäà

Un(ϕ) = {f ∈ {0, 1}N : f(k) = ϕ(k)∀k ≤ n}.

Ìíîæåñòâî îòêðûòî ⇐⇒ îíî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðûõ (êàíîíè÷åñêèõ) îêðåñòíîñòåé ñâîèõ

òî÷åê.

Êàæäîå ÷èñëî x ∈ C äîïóñêàåò òðîè÷íóþ çàïèñü, íå ñîäåðæàùóþ 1, ïðè÷¼ì èìåííî òàêàÿ òðîè÷-

íàÿ çàïèñü ó êàæäîãî x ∈ C åäèíñòâåííà. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå f : C → {0, 1}N, îïðåäåë¼ííîå ïðàâèëîì
f(x) =

(
(xn)n∈N

)
äëÿ x =

∑
n∈N

2xn
3n , èíúåêòèâíî (è ñþðúåêòèâíî). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îíî íåïðåðûâ-

íî. Ïîñêîëüêó C � êîìïàêò, ýòî ãîìåîìîðôèçì.

Äëÿ êîíå÷íîé ÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ψ èç ω â {0, 1} ïîëîæèì

V (ψ) = {f ∈ {0, 1}N : f ⊃ ψ},
ò.å.

V (ψ) = {f ∈ {0, 1}N : f |domψ = ψ}.

ßñíî, ÷òî åñëè ïðè ýòîì domψ = {1, . . . , n}, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ : ω → {0, 1}, ñîâïàäàþùåé ñ ψ
íà {1, . . . , n}, èìååì Un(ϕ) = V (ψ).

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî îòêðûòî â {0, 1}N ⇐⇒ îíî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîãî (ïðî-

èçâîëüíîãî) ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ âèäà V (ψ) äëÿ íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ ôóíêöèé ψ èç ω â {0, 1}, ò.å.
ìíîæåñòâà âèäà V (ψ) îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà {0, 1}N. Èõ ñ÷¼òíîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 29. Ïóñòü M � ÑÒÌ, κ � íåñ÷¼òíûé êàðäèíàë â M è G ⊂ Pκ � ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî.

Òîãäà â ìîäåëè M [G] ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà X = {χα : α < κ} ⊂ {0, 1}ω ñ ëþáûì íèãäå íå ïëîòíûì

ïîäìíîæåñòâîì êîìïàêòà C = {0, 1}ω íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäàåì â M [G]. Ïóñòü U ⊂ C îòêðûòî è ïëîòíî. Òîãäà U åñòü îáúåäèíåíèå

ñ÷¼òíîãî ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ êîìïàêòà C, êàæäîå èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íîé ÷àñòè÷íîé

ôóíêöèåé ϕn èç ω â {0, 1}:

U =
⋃
n∈ω

V (ϕn), ãäå V (ϕ) = {f ∈ {0, 1}ω : f ⊃ ϕ}

(ñì. îïèñàíèå òîïîëîãèè {0, 1}N = {0, 1}ω ïåðåä òåîðåìîé). Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî χβ ∈ U äëÿ âñåõ,

êðîìå ñ÷¼òíîãî ÷èñëà, îðäèíàëîâ β ∈ κ.
Ïóñòü Ω � èìÿ, äëÿ êîòîðîãî U = ΩG, è óñëîâèå p ∈ G âûíóæäàåò âñ¼ ñêàçàííîå îá Ω.
Ïî äîêàçàííîìó ïðåäëîæåíèþ äëÿ êàæäîé êîíå÷íîé ÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ϕ ∈ Φ ìíîæåñòâîMϕ âñåõ

óñëîâèé p ∈ Pκ, ìèíèìàëüíî âûíóæäàþùèõ óòâåðæäåíèå ¾V (ϕ) ⊂ Ω¿, íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî (âîçìîæíî,

ïóñòî). Çíà÷èò, ñ÷¼òíî è ìíîæåñòâî

M =
⋃
{Mϕ : ϕ � êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ èç ω â {0, 1}}.

Ðàññìîòðèì
Ord(U) = {α ∈ κ : (∃p ∈M)(∃n ∈ ω)(α, n) ∈ dom p}.

Ýòî ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ. Ïîêàæåì, ÷òî χβ ∈ U äëÿ β ∈ κ \Ord(U).
Ïóñòü β ∈ κ \ Ord(U). Äëÿ êàæäîãî q ∈ Pκ îáîçíà÷èì ÷åðåç qβ êîíå÷íóþ ôóíêöèþ ω → {0, 1}

c îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ dom qβ = {n ∈ ω : (β, n) ∈ q}, îïðåäåë¼ííóþ ïðàâèëîì qβ(n) = q(β, n) äëÿ
n ∈ dom qβ . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî pβ 6= ∅ (èíà÷å çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî D
ôóíêöèé f ∈ Pκ, äëÿ êîòîðûõ fβ 6= ∅, ïëîòíî â Pκ è âîçüì¼ì âìåñòî p óñëîâèå p′ ∈ G ∩D, p′ ≤ p).

Ïóñòü p ∈ Pκ, p′ ≤ p (ò.å. p′ ⊃ p, äðóãèìè ñëîâàìè, p′ ïðîäîëæàåò p, îòêóäà p′β 6= ∅). Ïîñêîëüêó
p′ ≤ p, óñëîâèå p′ âûíóæäàåò âñ¼ òî, ÷òî âûíóæäàåò p, â ÷àñòíîñòè, ÷òî Ω ïëîòíî è îòêðûòî â {0, 1}ω, à
çíà÷èò, ÷òî Ω∩V (p′β) íåïóñòî è îòêðûòî â {0, 1}ω, ò.å. îíî âûíóæäàåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîé ôóíêöèè
ϕ èç ω â {0, 1}, ïðîäîëæàþùåé p′β , äëÿ êîòîðîé V (ϕ) ⊂ Ω.
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Â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç îñíîâíîé òåîðåìû ôîðñèíãà, ïóíêò 4, ñóùåñòâóþò êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ ϕ èç ω
â {0, 1}, ïðîäîëæàþùàÿ p′β , è óñëîâèå q ≤ p′ òàêèå, ÷òî q 
 (V (ϕ) ⊂ Ω).

Îïðåäåëèì r ∈ Pκ óñëîâèÿìè:

• dom r = dom q ∪ {β} × domϕ;

• r(α, n) = q(α, n) äëÿ âñåõ (α, n) ∈ dom q, α 6= β;

• r(β, n) = ϕ(n) äëÿ âñåõ n ∈ domϕ.

Èìååì r ≤ p′, ïîòîìó ÷òî r ∩ {α} × ω = q ∩ {α} × ω ⊃ p′ ∩ {α} × ω äëÿ α 6= β è rβ = ϕ ⊃ p′β . �

Êðîìå òîãî, r 
 (V (ϕ) ⊂ Ω). Äåéñòâèòåëüíî, q 
 (V (ϕ) ⊂ Ω), à çíà÷èò, q ≤ t äëÿ íåêîòîðîãî

óñëîâèÿ t, ìèíèìàëüíî âûíóæäàþùåãî óòâåðæäåíèå ¾V (ϕ) ⊂ Ω¿. Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâàM èìååì

t ⊂ (OrdM × ω) × {0, 1}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, r ∩ (OrdM × ω) × {0, 1} = q ∩ (OrdM × ω) × {0, 1} ≤
t ∩ (OrdM × ω)× {0, 1} = t, òàê ÷òî r ≤ t, à çíà÷èò, óñëîâèå r âûíóæäàåò âñ¼ òî, ÷òî âûíóæäàåò t.

Âñïîìíèì, ÷òî χβ(n) = g(β, n) äëÿ n ∈ ω. Ïóñòü τ � èìÿ χβ . Åñëè G′ � ëþáîå ãåíåðè÷åñêîå

ìíîæåñòâî è r ∈ G′, òî r ⊂ g. Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå g(β, n) = ϕ(n) äëÿ âñåõ n ∈ domϕ, òàê ÷òî

χβ ∈ V (ϕ) ⊂ U â M [G′]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî r 
 (χβ ∈ Ω).
Ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî óñëîâèÿ p′ ≤ p ñóùåñòâóåò óñëîâèå r ≤ p′, âûíóæäàþùåå óòâåðæäåíèå

¾τ ∈ Ω¿, ò.å. ìíîæåñòâî E = {r ∈ Pκ : r 
 (τ ∈ Ω)} ïëîòíî íèæå p (ýòî ìíîæåñòâî ïðèíàäëåæèò

èñõîäíîé ìîäåëè M , ïîñêîëüêó îòíîøåíèå 
 îïðåäåëèìî â M ïî îñíîâíîé òåîðåìå ôîðñèíãà). Â ñèëó

ëåììû (1) â íà÷àëå ðàçäåëà ¾Âûíóæäåíèå¿ E ∩ G 6= ∅. Çíà÷èò, íåêîòîðîå óñëîâèå s ∈ G âûíóæäàåò

óòâåðæäåíèå ¾τ ∈ Ω¿, òàê ÷òî â ìîäåëè M [G] èìååì τG ∈ ΩG, ò.å. χβ ∈ U .

Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü M � ÑÒÌ, κ � íåñ÷¼òíûé êàðäèíàë â M è G ⊂ Pκ � ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî.

Òîãäà â ìîäåëè M [G] ñóùåñòâóåò ëóçèíñêîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè κ â îòðåçêå [0, 1] è íà âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : C = {0, 1}N → [0, 1], êîòîðîå êàæäîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)n∈N íóëåé è åäèíèö ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî, èìåþùåå äâîè÷íóþ çàïèñü

0, x1x2x3 . . . , ò.å. äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó

f
(
(xn)n∈N

)
=
∑
n∈N

xn · 2−(n+1)

(¾ñêëåèâàåò¿ êîíöû èíòåðâàëîâ, âûêèíóòûõ ïðè ïîñòðîåíèè C).
Ïóñòü X � ëóçèíñêîå ìíîæåñòâî â C, Y = f(X) è N ⊂ [0, 1] � íèãäå íå ïëîòíîå ìíîæåñòâî â [0, 1].

Òîãäà f−1(N) íèãäå íå ïëîòíî â C (ýòî ëåãêî óâèäåòü, çàìåòèâ, ÷òî f−1(clN) çàìêíóòî è íå ìîæåò

ñîäåðæàòü íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ). Ïîñêîëüêó X ∩ f−1(N) ñ÷¼òíî, Y ∩N òîæå ñ÷¼òíî.

Óòâåðæäåíèå îá R âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî R ∼= (0, 1) ⊂ [0, 1]. �

Ñëåäñòâèå 8. Ïóñòü M � ÑÒÌ, κ � íåñ÷¼òíûé êàðäèíàë â M è G ⊂ Pκ � ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî.

Òîãäà â ìîäåëè M [G]

• ëþáîé êîìïàêò áåç èçîëèâàííûõ òî÷åê ñîäåðæèò ëóçèíñêîå ïîäìíîæåñòâî ìîùíîñòè κ;

• íèêàêîé êîìïàêò áåç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê íå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì < κ íèãäå íå ïëîòíûõ

ïîäìíîæåñòâ, è ëþáîé òàêîé êîìïàêò ñîäåðæèò ìíîæåñòâà âòîðîé êàòåãîðèè ëþáîé íåñ÷¼òíîé

ìîùíîñòè ≤ 2ω.

Ñëåäñòâèå 9. Ñ àêñèîìàìè ZFC ñîâìåñòèìî ñóùåñòâîâàíèå â ëþáîì êîìïàêòå áåç èçîëèðîâàííûõ

òî÷åê ëóçèíñêèõ ïîäìíîæåñòâ ìîùíîñòè 2ω, è ïðè ýòîì 2ω ìîæåò áûòü àëåôîì ñ ëþáûì íîìåðîì.
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Ëåêöèÿ 9. Ïðèíöèï Éåíñåíà

Ïðèíöèï Éåíñåíà
Îïðåäåëåíèå 40. Ïóñòü κ � êàðäèíàë. Ìíîæåñòâî X ⊂ κ ñòàöèîíàðíî, åñëè îíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ

êàæäûì çàìêíóòûì (â ïîðÿäêîâîé = èíòåðâàëüíîé òîïîëîãèè) íåîãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì A ⊂ κ.

Äëÿ κ = ω1 íåîãðàíè÷åííîñòü = íåñ÷¼òíîñòü.

Òåîðåìà 30 (Ïðèíöèï Éåíñåíà (♦)). Ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà Aα ⊂ α, α < ω1, òàêèå, ÷òî

∀A ⊂ ω1 ìíîæåñòâî {α < ω1 : A ∩ α = Aα} ñòàöèîíàðíî.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Aα)α<ω1 íàçûâàåòñÿ ♦-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

♦ =⇒ CH: åñëè (Aα)α<ω1 � ♦-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ∀A ⊂ ω ∃α > ω(A = Aα), îòêóäà {Aα : Aα ⊂
ω} = P(ω).

Èç ♦ ñëåäóåò òàêæå ñóùåñòâîâàíèå ïðÿìîé Ñóñëèíà.

Òåîðåìà 31. Ïóñòü M � ÑÒÌ,

P = {f ⊂ ω1 × {0, 1} : f � ôóíêöèÿ, |f | ≤ ω}M

ñ ïîðÿäêîì, îáðàòíûì âêëþ÷åíèþ, è G � ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî. Òîãäà P(ω)M [G] = P(ω)M , ω
M [G]
1 =

ωM1 è M [G] |= ♦.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ íåìåäëåííî âûòåêàþò èç âòîðîé òåîðåìû î ñîõðàíåíèè

êàðäèíàëîâ è òîãî, ÷òî P ω-çàìêíóòî.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿM [G] |= ♦ âìåñòî ÷.ó.ì. P ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ÷.ó.ì.Q, êîòîðîå

ïîðÿäêîâî èçìîðôíî ìíîæåñòâó P â ìîäåëèM . Òàê ìîæíî: åñëè i : P→ Q� èçîìîðôèçì (è i ∈M), òîG
ÿâëÿåòñÿQ-ãåíåðè÷åñêèì ìíîæåñòâîì ⇐⇒ i−1(G) ÿâëÿåòñÿ P-ãåíåðè÷åñêèì ìíîæåñòâîì. Íàèìåíüøàÿ
ìîäåëü, ñîäåðæàùàÿM è G (ò.å.M [G]), cîäåðæèò òàêæå è èçîìîðôèçì i, à çíà÷èò, è i−1(G), è îáðàòíî,
íàèìåíüøàÿ ìîäåëü, ñîäåðæàùàÿ M è i−1(G), îáÿçàíà ñîäåðæàòü G.

Ïîëîæèì

I = {(α, ξ) : ξ < α < ω1}, Q = {f ⊂ I × {0, 1} : f � ôóíêöèÿ, |f | ≤ ω}.

Êàê îáû÷íî, óïîðÿäî÷èì Q îáðàòíî âêëþ÷åíèþ.

Ïóñòü A : I → {0, 1}. Äëÿ α < ω1 ïóñòü Aα(ξ) = A(α, ξ), ξ < α. Åñëè G � Q-ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî,
òî g =

⋃
G � ôóíêöèÿ èç I â {0, 1}. Ìû ïîêàæåì, ÷òî â ìîäåëèM [G] (gα)α<ω1 � ♦-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

â ω1 (ìû îòîæäåñòâëÿåì ïîäìíîæåñòâà ω1 è èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè). Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû

ïîêàæåì, ÷òî åñëè A ∈M [G] è A : ω1 → {0, 1}, òî ìíîæåñòâî {α ∈ ω1 : A|α = gα} ñòàöèîíàðíî â M [G].
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà íàéäóòñÿ èìÿ τ (äëÿ ìíîæåñòâà A), èìÿ σ (äëÿ çàìêíóòîãî

íåîãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà) è óñëîâèå p ∈ G òàêèå, ÷òî

p 

(
(τ ⊂ ω1) ∧ (σ ⊂ ω1) ∧ (σ çàìêíóòî è íåîãðàíè÷åíî) ∧ ∀α ∈ σ(τ |α 6= (

⋃
Γ)|α))

)
(íàïîìíèì, ÷òî Γ = {(q, q) : q ∈ Q} � èìÿ äëÿ ëþáîãî ãåíåðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà â Q).

Ðàññóæäàåì â M . Äëÿ êàæäîãî q ∈ Q îáîçíà÷èì ÷åðåç supt(q) íàèìåíüøèé β ∈ ω1, äëÿ êîòîðîãî

dom q ⊂ {(α, ξ) : ξ < α < β}. Îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè pn, βn, δn è an, n ∈ ω, òàê, ÷òî
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1. p0 = p; 2. βn = supt(pn); 3. δn > βn;
4. pn+1 ≤ pn; 5. pn+1 
 δn ∈ σ; 6. supt(pn+1) = βn+1 > δn;
7. an : βn → {0, 1} è pn+1 
 (τ |βn = an).

Ïóñòü pn è βn óæå ïîñòðîåíû. Ïîñêîëüêó pn ≤ p è pn 
 (σ íåîãðàíè÷åíî),

pn 
 ∃x ∈ ω1(x > βn ∧ x ∈ σ)).

Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò q ≤ pn è δn < ω1, äëÿ êîòîðûõ

q 
 (δn > βn ∧ δn ∈ σ),

ò.å. δn > βn è q 
 (δn ∈ σ). Ïóñòü r � ëþáîå óñëîâèå òàêîå, ÷òî r ≤ q è supt(r) > δn. ×òîáû îáåñïå÷èòü

âûïîëíåíèå 7, ïîëîæèì F = {0, 1}βn . Òîãäà r 
 τ |βn ∈ F (ïîòîìó ÷òî ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ñ

ïîìîùüþ G íå äîáàâëÿåò íîâûõ ôóíêöèé βn → {0, 1}, ïîñêîëüêó Q ω-çàìêíóòî). Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò
an ∈ F è pn+1 ≤ r òàêèå, ÷òî pn+1 
 (τ |βn = an).

Èòàê, íå ïîêèäàÿ M , ìû ïîñòðîèëè β0 < δ0 < β1 < δ1 < . . . . Ïîëîæèì

γ = sup{βn : n ∈ ω} = sup{δn : n ∈ ω} è pω =
⋃
n∈ω pn.

Èìååì pω ∈ Q è supt(pω) = γ. Èç òîãî, ÷òî pω ≤ pn+1, ñëåäóåò, ÷òî pω 
 (τ |βn = an) äëÿ n ∈ ω. Òàêèì
îáðàçîì, âñå ôóíêöèè an ñîãëàñîâàíû, aω =

⋃
n∈ω an � ôóíêöèÿ γ → {0, 1} è pω 
 (τ |γ = aω).

Íè îäíà ïàðà âèäà (γ, ξ) íå ïðèíàäëåæèò dom pω. Çíà÷èò, pω ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ôóíêöèè s : I →
{0, 1} òàêîé, ÷òî

s(γ, ξ) = aω(ξ) äëÿ âñåõ ξ < γ.

Èìååì s 

(
(
⋃

Γ)γ = aω
)
, òàê ÷òî s 


(
τ |γ = (

⋃
Γ)γ
)
. Êðîìå òîãî, s 
 (γ ∈ σ), ïîòîìó ÷òî s 


(σ çàìêíóòî) è s 
 (δn ∈ σ) äëÿ âñåõ n ∈ ω. Çíà÷èò,

s 

(
∃x ∈ σ(τ |x = (

⋃
Γ)x
)
.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó s ≤ p. �

Äåðåâüÿ
Îïðåäåëåíèå 41. Äåðåâî � ýòî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (T,≤) òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî

x ∈ T ìíîæåñòâî {y ∈ T : y < x} âïîëíå óïîðÿäî÷åíî.
Äëÿ x ∈ T ïîðÿäêîâûé òèï ìíîæåñòâà {y ∈ T : y < x} íàçûâàåòñÿ âûñîòîé ýëåìåíòà x â T è

îáîçíà÷àåòñÿ ht(x,T).
Äëÿ îðäèíàëà α ìíîæåñòâî {x ∈ T : ht(x,T) = α} íàçûâàåòñÿ α-ì óðîâíåì äåðåâà T è îáîçíà÷àåòñÿ

Levα(T).
Âûñîòà ht(T) äåðåâà T � ýòî íàèìåíüøèé îðäèíàë α, äëÿ êîòîðîãî Levα(T) = ∅. Îí ðàâåí

sup{ht(x,T) + 1 : x ∈ T}.
Ïîääåðåâî T ′ äåðåâà T � ýòî ìíîæåñòâî T ′ ⊂ T ñ èíäóöèðîâàííûì ïîðÿäêîì, óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèþ

(∀x ∈ T ′)(∀y ∈ T )
(
(y < x)→ (y ∈ T ′)

)
.

Åñëè T ′ � ïîääåðåâî äåðåâà T , òî ht(x,T′) = ht(x,T) äëÿ âñÿêîãî x ∈ T ′.
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Îïðåäåëåíèå 42. Öåïüþ â äåðåâå T íàçûâàåòñÿ ëþáîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî C ⊂ T .
Ìàêñèìàëüíûå öåïè íàçûâàþòñÿ âåòâÿìè, à ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû � ëèñòüÿìè.

Àíòèöåïü â T � ýòî ìíîæåñòâî A ⊂ T òàêîå, ÷òî

∀x, y ∈ A
(
(x 6= y)→ ((x 6≤ y) ∧ (y 6≤ x))

)
.

Ïóñòü α � ïðåäåëüíûé îðäèíàë (ò.å. α 6= β + 1). Åãî êîíôèíàëüíîñòü cf(α) � ýòî íàèìåíüøèé
îðäèíàë β, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f : β → α ñî ñâîéñòâîì α = sup

γ<β
f(γ), ò.å. íàèìåíüøèé β

òàêîé, ÷òî α ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì β îðäèíàëîâ, ñòðîãî ìåíüøèõ îðäèíàëà α.
Êàðäèíàë κ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè cf(κ) = κ.

Îïðåäåëåíèå 43. Äëÿ ðåãóëÿðíîãî êàðäèíàëà κ κ-äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ëþáîå äåðåâî âûñîòû κ, â
êîòîðîì âñå óðîâíè èìåþò ìîùíîñòü < κ.

Îïðåäåëåíèå 44. Äëÿ áåñêîíå÷íîãî êàðäèíàëà κ κ-äåðåâîì Ñóñëèíà íàçûâàåòñÿ äåðåâî ìîùíîñòè κ,
â êîòîðîì âñå öåïè è àíòèöåïè èìåþò ìîùíîñòü < κ.

Äëÿ ðåãóëÿðíîãî êàðäèíàëà κ êàæäîå κ-äåðåâî Ñóëèíà T ÿâëÿåòñÿ κ-äåðåâîì. Äåéñòâèòåëüíî,
Levκ(T) = ∅, òàê êàê åñëè x ∈ Levκ(T), òî {y : y < x} � öåïü ìîùíîñòè κ. Çíà÷èò, ht(T) ≤ κ.
Âñå óðîâíè � àíòèöåïè =⇒ èõ ìîùíîñòè < κ. |T | = κ, T =

⋃
{Levα(T) : α < ht(T)} è κ ðåãóëÿðåí

=⇒ ht(T) = κ.

Òåîðåìà 32. Ñóùåñòâîâàíèå ïðÿìîé Ñóñëèíà ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ ω1-äåðåâà Ñóñëèíà.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü T � äåðåâî Ñóñëèíà. Ïîëîæèì

L = {C ⊂ T : C � ìàêñèìàëüíàÿ öåïü}.

Ïîäïðàâèâ T (åñëè íóæíî), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìàêñèìàëüíûå öåïè íå ñîäåðæàò íàèáîëüøèõ ýëåìåí-
òîâ. Òîãäà äëÿ êàæäîãî C ∈ L ñóùåñòâóåò îðäèíàë h(C) òàêîé, ÷òî C ñîäåðæèò (ðîâíî îäèí) ýëåìåíò
êàæäîãî α-óðîâíÿ äëÿ α < h(C) è íè îäíîãî ýëåìåíòà α-óðîâíåé äëÿ α ≥ h(C). T � äåðåâî Ñóñëèíà
=⇒ h(C) < ω1. Äëÿ α < h(C) ïóñòü α(C) � åäèíñòâåííûé ýëåìåíò â C ∩ Levα(T).

Óïîðÿäî÷èì L. Çàôèêñèðóåì ëþáîé ëèíåéíûé ïîðÿäîê 4 íà T . Äëÿ C,D ∈ L, C 6= D, ïîëî-
æèì d(C,D) = min{α : C(α) 6= D(α)}. Èìååì d(C,D) ≤ min{h(C), h(D)}. Ïîëîæèì C ≤ D, åñëè
C(d(C,D)) 4 D(d(C,D)).

(L,≤) � ïðÿìàÿ Ñóñëèíà.
L îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ñóñëèíà:
Ïóñòü {(Cξ, Dξ) : ξ < ω1} � ñåìåéñòâî íåïóñòûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ.
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Äëÿ êàæäîãî ξ < ω1 âîçüì¼ì Eξ ∈ (Cξ, Dξ) è âûáåðåì αξ òàê, ÷òî

max{d(Cξ, Eξ), d(Eξ, Dξ)} < αξ < h(Eξ).

{Eξ(αξ) : ξ < ω1} � íåñ÷¼òíàÿ àíòèöåïü â T . Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðîñòðàíñòâî L íå ñåïàðàáåëüíî:
Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî γ < ω1 ìíîæåñòâî {C : h(C) < γ} íå ïëîòíî â L. Ïîäïðàâèâ

T ïðè íåîáõîäèìîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ T ìíîæåñòâî {s ∈ T : s > t} ïåðåñåêàåò âñå
óðîâíè íàä t. Âûáåðåì x ∈ Levγ(T). Ìíîæåñòâî {y ∈ T : y > x} ïåðåñåêàåò âñå óðîâíè íàä x è íå ìîæåò
áûòü öåïüþ =⇒ ∃δ > γ òàêîå, ÷òî Levδ(T) ñîäåðæèò ðàçíûå y′, y′′ > x. Ïîâòîðèâ òî æå ðàññóæäåíèå
äëÿ y′, íàéä¼ì α > δ è y, z ∈ Levα(T) òàêèå, ÷òî y 6= z è y, z > y′. Âîçüì¼ì w ∈ Levα, w > y′′. ßñíî,
÷òî w 6= y è w 6= z. Ïóñòü D,E, F ∈ L, y ∈ D, z ∈ E è w ∈ F . Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ÷òî
D ≤ E ≤ F . Òîãäà èíòåðâàë (D,F ) íåïóñò , íî x ∈ D ∩ F =⇒ (D,F ) íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ C ∈ L,
äëÿ êîòîðûõ h(C) < γ.

Îáðàòíî, ïóñòü (L,≤) � ïðÿìàÿ Ñóñëèíà. Â ðàçäåëå î ãèïîòåçå Ñóñëèíà áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñ-
ëè ñóùåñòâóåò êàêàÿ-òî ïðÿìàÿ Ñóñëèíà, òî ñóùåñòâóåò è ïðÿìàÿ Ñóñëèíà, â êîòîðîé íåò íåïóñòûõ
ñåïàðàáåëüíûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (L,≤) òàêîâà.

Ïóñòü (I ,≤) � ñåìåéñòâî íåïóñòûõ îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ â L, óïîðÿäî÷åííîå îáðàòíî âêëþ÷åíèþ.
Ïî òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè äëÿ êàæäîãî α < ω1 ïîñòðîèì ïîäñåìåéñòâî Iα ⊂ I ñî ñâîéñòâàìè

1. ýëåìåíòû Iα ïîïàðíî äèçúþíêòíû,

2.
⋃

Iα ïëîòíî â L,

3. åñëè β < α, I ∈ Iβ è J ∈ Iα, òî ëèáî (à) I ∩ J = ∅, ëèáî (á) J ⊂ I è I\cl J 6= ∅ (÷åðòà ñâåðõó �
çàìûêàíèå).

Ïîñëå ýòîãî ïîëîæèì T =
⋃

Iα. Â ñèëó 1�3 T � äåðåâî è Iα = Levα(T) äëÿ α < ω1. Åñëè A ⊂ T
� àíòèöåïü, òî èíòåðâàëû-ýëåìåíòû A ïîïàðíî äèçúþíêòíû, òàê ÷òî |A| ≤ ω. Åñëè áû T ñîäåðæàëî
íåñ÷¼òíóþ öåïü {Iξ : ξ < ω1} (óïîðÿäî÷åííóþ òàê, ÷òî Iξ ≤ Iζ äëÿ ξ < ζ) , òî â ñèëó 3(á) ìû áû èìåëè
Iξ\cl Iζ 6= ∅ äëÿ ξ < ζ, òàê ÷òî ñåìåéñòâî {Iξ\cl Iξ+1 : ξ < ω1} ïðîòèâîðå÷èëî áû ñâîéñòâó Ñóñëèíà L.
Íàêîíåö, |T | = ω1, òàê êàê Iα 6= ∅ äëÿ α < ω1 â ñèëó 2. �

Ïîñòðîåíèå äåðåâà Ñóñëèíà â ïðåäïîëîæåíèè ♦

Ñêàæåì, ÷òî äåðåâî (T,≤) âñåãäà âåòâèòñÿ, åñëè ∀x ∈ T ìíîæåñòâî {y ∈ T : y > x} íå ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åíî.

Ëåììà 7. Âñÿêîå âñåãäà âåòâÿùååñÿ äåðåâî, â êîòîðîì âñå ìàêñèìàëüíûå àíòèöåïè ñ÷¼òíû, ÿâëÿåòñÿ
äåðåâîì Ñóñëèíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T � âñåãäà âåòâÿùååñÿ äåðåâî. Ïî ëåììå Öîðíà ëþáàÿ àíòèöåïü ñîäåðæèòñÿ â
ìàêñèìàëüíîé =⇒ âñå àíòèöåïè ñ÷¼òíû. Ïóñòü C � ìàêñèìàëüíàÿ íåñ÷¼òíàÿ öåïü. Òîãäà C ïåðåñåêàåò
âñå óðîâíè (ïîñêîëüêó âìåñòå ñ êàæäûì ýëåìåíòîì ñîäåðæèò âñåõ åãî ïðåäøåñòâåííèêîâ). T âñåãäà
âåòâèòñÿ =⇒ ∀x ∈ T ∃f(x) > x òàêîå, ÷òî f(x) /∈ C. Âûáåðåì ïî èíäóêöèè xα ∈ C äëÿ α < ω1 òàê,
÷òî ht(xα,T) > sup{ht(f(xβ),T) : β < α}. Ïîëó÷èì íåñ÷¼òíóþ àíòèöåïü {f(xα) : α < ω1}. Ïðîòèâîðå÷èå
=⇒ âñå ìàêñèìàëüíûå öåïè ñ÷¼òíû =⇒ âñå öåïè ñ÷¼òíû. �

Áóäåì ñòðîèòü äåðåâî Ñóñëèíà âèäà T = (ω1, /), ãäå / � ñïåöèàëüíûé ïîðÿäîê.
Äëÿ äåðåâà T è îðäèíàëà α ïîëîæèì Tα =

⋃
{Levβ(T) : β < α} (ýòî ïîääåðåâî).

Ëåììà 8. Ïóñòü T = (ω1, /) � ω1-äåðåâî. Òîãäà

1. {α < ω1 : Tα = α} çàìêíóòî è íåîãðàíè÷åíî â ω1;

2. åñëè A ⊂ ω1 � ìàêñèìàëüíàÿ àíòèöåïü â T , òî

{α < ω1 : Tα = α, A ∩ Tα � ìàêñèìàëüíàÿ àíòèöåïü â Tα}

çàìêíóòî è íåîãðàíè÷åíî â ω1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1: Çàìêíóòîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì íåîãðàíè÷åííîñòü. Äëÿ α < ω1 ïîëîæèì f(α) =
ht(α,T) è g(α) = sup{β : β ∈ Levα(T)}. ßñíî, ÷òî åñëè f(β) < α è g(β) < α äëÿ âñåõ β < α, òî Tα = α.

Çíà÷èò, íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òàêèõ α íåîãðàíè÷åíî. Äëÿ êàæäîãî ξ < ω1 âûáåðåì ϕ(ξ) >
ξ, f(ξ), g(ξ). Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ξ0 îðäèíàë α = supn ϕ

n(ξ0) (ϕ
n � n-ÿ èòåðàöèÿ ϕ) îáëàäàåò

íóæíûìè ñâîéñòâàìè , è α > ξ0.
2: Àíòèöåïü A â T ìàêñèìàëüíà ⇐⇒ êàæäûé ýëåìåíò x ∈ T \A ñðàâíèì ñ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì

A.
Çàìêíóòîñòü î÷åâèäíà. Ïðîâåðèì íåîãðàíè÷åííîñòü. ßñíî, ÷òî A∩Tα � àíòèöåïü â Tα äëÿ ëþáîãî

α. Äëÿ êàæäîãî α < ω1 âûáåðåì ýëåìåíò h(α) ∈ A, ñðàâíèìûé ñ α (äëÿ α ∈ A ïîëàãàåì h(α) = α).
Â ïóíêòå 1 ìû îïðåäåëèëè îòîáðàæåíèÿ f è g. Äîáàâèì ê íèì h è äëÿ ξ < ω1 îïðåäåëèì ϕ(ξ) òàê,
÷òî ϕ(ξ) > ξ, f(ξ), g(ξ), h(ξ). Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ξ0 îðäèíàë α = supn ϕ

n(ξ0) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì f(β) < α è g(β) < α äëÿ âñåõ β < α. Çíà÷èò, Tα = α. Êðîìå òîãî, h(β) ∈ α = Tα äëÿ âñåõ
β < α, òàê ÷òî êàæäûé ýëåìåíò β ∈ Tα \A ñðàâíèì ñ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì (à èìåííî, h(β)) èç A∩Tα.
Çíà÷èò, àíòèöåïü A∩Tα ìàêñèìàëüíà â Tα. Ïðè ýòîì îðäèíàë α áîëüøå ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî ξ0. �

Ëåììà 9. Ïóñòü T = (ω, /) � âñåãäà âåòâÿùååñÿ ω1-äåðåâî è (Aα)α<ω1 � ♦-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïðåäåëüíîãî îðäèíàëà α < ω1 ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî Tα = α è Aα � ìàêñè-
ìàëüíàÿ àíòèöåïü â Tα, âûïîëíåíî óñëîâèå

∀x ∈ Levα(T) ∃y ∈ Aα òàêîé, ÷òî y / x. (?)

Òîãäà T � ω1-äåðåâî Ñóñëèíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà 7 =⇒ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ àíòèöåïü A â T
ñ÷¼òíà. Ëåììà 8 =⇒ ìíîæåñòâî

C = {α < ω1 : α ïðåäåëüíûé, Tα = α è A ∩ Tα � ìàêñèìàëüíàÿ àíòèöåïü â Tα}

çàìêíóòî è íåîãðàíè÷åíî â ω1. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî {α ∈ ω1 : A∩ α = Aα} ñòàöèîíàðíî, íàéä¼òñÿ
α0 ∈ C òàêîå, ÷òî A ∩ α0 = Aα0 . Èç (?) ñëåäóåò, ÷òî åñëè z ∈ T è ht(z,T) ≥ α0, òî äëÿ íåêîòîðîãî
y ∈ Aα0 = A ∩ α0 èìååì y / z, òàê ÷òî z /∈ A (ïîñêîëüêó A � àíòèöåïü). Çíà÷èò, A = Aα0 . �
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Ëåêöèÿ 10. Ôèëüòð club(κ) è èçìåðèìûå êàðäèíàëû
Òåîðåìà 33 (♦). Ñóùåñòâóåò äåðåâî Ñóñëèíà.

(Îðäèíàëû α < ω1 çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ω · β + n, è ïîðÿäîê / îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî β è n
òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (?).)

Íåêîòîðûå äðóãèå ñëåäñòâèÿ ♦

• Ñóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâî Îñòàøåâñêîãî:

íåñ÷¼òíîå ðåãóëÿðíîå ñ÷¼òíî êîìïàêòíîå íå êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì âñÿêîå çàìêíó-
òîå ìíîæåñòâî ëèáî íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî, ëèáî èìååò íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå äîïîëíåíèå. (Íåñóùå-
ñòâîâàíèå òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ñîâìåñòèìî ñ ZFC + CH.)

• Ñóùåñòâóåò íàñëåäñòâåííî ñåïàðàáåëüíûé êîìïàêò ìîùíîñòè 22
ω
áåç ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé.

• Ñóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâî X ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

� X ëîêàëüíî êîìïàêòíî;

� X ëîêàëüíî ñ÷¼òíî;

� X íàñëåäñòâåííî ñåïàðàáåëüíî;

� X íîðìàëüíî;

� X × [0, 1] íå íîðìàëüíî.

Ôèëüòð club(κ)

Ïóñòü κ � êàðäèíàë (èëè ïðåäåëüíûé îðäèíàë).

Îïðåäåëåíèå 45. Ìíîæåñòâî C ⊂ κ çàìêíóòî â κ, åñëè âñÿêèé îðäèíàë α < κ, äëÿ êîòîðîãî sup(C ∩
α) = α 6= 0, ïðèíàäëåæèò C (⇐⇒ C çàìêíóòî â ïîðÿäêîâîé òîïîëîãèè íà κ).

Ìíîæåñòâî C ⊂ κ íåîãðàíè÷åíî â κ, åñëè äëÿ âñÿêîãî îðäèíàëà α < κ ñóùåñòâóåò β ∈ C òàêîé, ÷òî
β > α.

Ìíîæåñòâî C ⊂ κ, çàìêíóòîå è íåîãðàíè÷åííîå â κ, íàçûâàåòñÿ clubîì. Ñåìåéñòâî âñåõ ìíîæåñòâ,
êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò íåêîòîðûé club â κ, ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîì (áóäåò äîêàçàíî). Ýòîò ôèëüòð
îáîçíà÷àåòñÿ club(κ).

Åñëè κ � ðåãóëÿðíûé êàðäèíàë, òî ìíîæåñòâî C ⊂ κ íåîãðàíè÷åíî â κ ⇐⇒ |C| = κ.

a(Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü C = {cα : α < λ}, ãäå λ ≤ κ è cα < cβ äëÿ α < β (à çíà÷èò, cα ≥ α äëÿ âñåõ α < λ).
Èìååì |cα| < κ äëÿ êàæäîãî α < λ (òàê êàê κ � êàðäèíàë). Åñëè C íåîãðàíè÷åíî, ò.å. supC =

⋃
α<λ cα = κ, òî

|C| = λ = κ â cèëó ðåãóëÿðíîñòè êàðäèíàëà κ. Îáðàòíî, åñëè λ = κ, òî supC = supα<λ cα ≥ supα<κ α = κ.)

Òåîðåìà 34 (κ-ïîëíîòà ôèëüòðà club(κ)). Åñëè κ � ðåãóëÿðíûé íåñ÷¼òíûé êàðäèíàë, òî ïåðåñå÷åíèå < κ
clubîâ â κ ÿâëÿåòñÿ clubîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ < κ è Cα, α < λ, � clubû â κ. Î÷åâèäíî, ïåðåñå÷åíèå
⋂
α<λ Cα çàìêíóòî â κ. Ïîêàæåì,

÷òî îíî íåîãðàíè÷åíî. Âîçüì¼ì ëþáîé îðäèíàë β0 < κ. Ïóñòü (β0α)α<λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðäèíàëîâ ñî
ñâîéñòâàìè

• β00 > β0,

• β0α < β0γ äëÿ α < γ,

• β0α ∈ Cα äëÿ α < λ.

Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâóåò, òàê êàê âñå Cα íåîãðàíè÷åíû.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n > 0 è ìû óæå ïîñòðîèëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (β(n−1)α)α<λ îðäèíàëîâ < κ. Ïîëîæèì
βn = supα<λ β(n−1)α. Èìååì βn < κ, òàê êàê κ ðåãóëÿðåí. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (βnα)α<λ ñî ñâîéñòâàìè

• βn0 > βn,

• βnα < βnγ äëÿ α < γ,

• βnα ∈ Cα äëÿ α < λ.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (βnα)α<λ äëÿ âñåõ n < ω. Äëÿ êàæäîãî α < λ ïîëîæèì β∗α =
supn<ω βnα. Êàæäîå Cα çàìêíóòî, βnα ∈ Cα =⇒ β∗α ∈ Cα. Ïîñêîëüêó βn < βnα < βn+1, èìååì β∗α = supn<ω βn
äëÿ âñÿêîãî α < λ. Çíà÷èò, supn<ω βn ∈

⋂
α<λ Cα, è supn<ω βn > β0. �

Òåîðåìà 35 (î äèàãîíàëüíîì ïåðåñå÷åíèè). Åñëè κ � ðåãóëÿðíûé íåñ÷¼òíûé êàðäèíàë, òî äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè clubîâ (Cα)α<κ äèàãîíàëüíîå ïåðåñå÷åíèå

∆
α<κ

Cα = {β < κ : β ∈
⋂
α<β

Cα}

ÿâëÿåòñÿ clubîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ∆α<κ Cα =
⋂
α<κ(Cα ∪ [0, α]). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè β ∈

⋂
α<β Cα, òî òåì áîëåå

β ∈
⋂
α<β(Cα ∪ [0, α]), è ïðè ýòîì β ∈ [0, γ] ⊂ Cγ ∪ [0, γ] äëÿ âñÿêîãî γ ≥ β. Çíà÷èò, ∆α<κ Cα ⊂

⋂
α<κ(Cα ∪ [0, α]).

Îáðàòíî, åñëè β ∈
⋂
α<κ(Cα ∪ [0, α]), òî β ∈ Cα ∪ [0, α] äëÿ êàæäîãî α < β, è èç òîãî, ÷òî β /∈

⋃
α<β [0, α], ñëåäóåò,

÷òî β ∈
⋂
α<β Cα.

Âûâîä: äèàãîíàëüíîå ïåðåñå÷åíèå ∆α<κ Cα çàìêíóòî êàê ïåðåñå÷åíèå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. Ïîêàæåì, ÷òî
îíî íåîãðàíè÷åíî. Âîçüì¼ì α < κ è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξn)n∈ω, ãäå

ξ0 = α è ξn+1 = min
(⋂

β<ξn
Cβ ∩ (ξn, κ)

)
.

Ïîëîæèì ξ = supn∈ω ξn. Äëÿ êàæäîãî β < ξ èìååì β < ξk äëÿ íåêîòîðîãî k, ïîýòîìó âñå ýëåìåíòû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (ξn)n∈ω, êðîìå êîíå÷íîãî èõ ÷èñëà, ïðèíàäëåæàò Cβ . Âñå Cβ çàìêíóòû =⇒ ξ ∈ Cβ äëÿ êàæäîãî
β < ξ =⇒ ξ ∈ ∆α<κ Cα. ßñíî, ÷òî ξ > α. �

Ñëåäñòâèå 10. Ñåìåéñòâî âñåõ clubîâ â ðåãóëÿðíîì íåñ÷¼òíîì êàðäèíàëå κ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ
ïåðåñå÷åíèé.

Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî

club(κ) = {A ⊂ κ : A ñîäåðæèò íåêîòîðûé club â κ}

ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîì. Ìû óâèäèì, ÷òî îí ïî÷òè íèêîãäà íå ÿâëÿåòñÿ óëüòðàôèëüòðîì (ò.å. ìàêñèìàëüíûì ïî
âêëþ÷åíèþ ôèëüòðîì).

Îïðåäåëåíèå 46. Ïîäìíîæåñòâî ðåãóëÿðíîãî íåñ÷¼òíîãî êàðäèíàëà κ ñòàöèîíàðíî, åñëè îíî ïåðåñåêàåòñÿ ñî
âñåìè clubàìè â κ.

ßñíî, ÷òî âñå ñòàöèîíàðíûå ìíîæåñòâà íåîãðàíè÷åíû.
Ïóñòü κ � ëþáîé êàðäèíàë. Êàðäèíàë, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèé çà íèì, îáîçíà÷àåòñÿ κ+:

κ+ = min{λ : λ � êàðäèíàë, κ < λ}.

Â ÷àñòíîñòè, n+ = n+ 1, ω+ = ω1, . . . , ω
+
α = ωα+ .

Çàìå÷àíèå 9. Âñÿêèé êàðäèíàë âèäà κ+ ðåãóëÿðåí.

Óòâåðæäåíèå, ÷òî âñÿêèé ðåãóëÿðíûé êàðäèíàë èìååò âèä κ+, ñîâìåñòèìî ñ ZFC.

Òåîðåìà 36 (Óëàì). Ïóñòü κ � ëþáîé áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë.
Âñÿêîå ñòàöèîíàðíîå ïîäìíîæåñòâî êàðäèíàëà κ+ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå κ+ øòóê ïîïàðíî

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñòàöèîíàðíûõ ìíîæåñòâ.
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Îïðåäåëåíèå 47. Ïóñòü κ � êàðäèíàë. Äëÿ êàæäîãî β < κ+ çàôèêñèðóåì èíúåêöèþ fβ : β → κ. Äëÿ ι < κ è
α < κ+ ïîëîæèì

Aια = {β < κ+ : α < β è fβ(α) = ι}.
Ïîëó÷èâøååñÿ ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Aια, ι < κ, α < κ+, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Óëàìà íà κ+.

Ñâîéñòâà ìàòðèöû Óëàìà:

1. Åñëè ι 6= η, òî Aια ∩Aηα = ∅ äëÿ âñÿêîãî α < κ+.

2. Åñëè α 6= γ, òî Aια ∩Aιγ = ∅ äëÿ âñÿêîãî ι < κ, ïîòîìó ÷òî âñå fβ èíúåêòèâíû.

3.
⋃
ι<κ

Aια = {β < κ+ : α < β} äëÿ êàæäîãî α < κ+.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Óëàìà. Äëÿ α < κ+ ïîëîæèì

stat(α) = {ι < κ : Aια ñòàöèîíàðíî}.
Ìíîæåñòâî

⋃
ι∈stat(α)A

ι
α ñîäåðæèò club. (Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å

⋃
ι/∈stat(α)A

ι
α ñòàöèîíàðíî. Äëÿ ι /∈ stat(α) ïóñòü

Cι � club, íå ïåðåñåêàþùèé Aια. Òåîðåìà î κ
+-ïîëíîòå =⇒ C =

⋂
ι/∈stat(α) Cι � club, îäíàêî C íå ïåðåñåêàåò

ìíîæåñòâî
⋃
ι/∈stat(α)A

ι
α, êîòîðîå ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñòàöèîíàðíî.) Çíà÷èò, äëÿ íåêîòîðîãî ι < κ èìååì |{α : ι ∈

stat(α)}| = κ+. �

Ïóñòü κ � êàðäèíàë è A ⊂ κ. Ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f : A → κ ðåãðåññèâíà, åñëè f(α) < α äëÿ êàæäîãî
α ∈ A.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ëåììà Ôîäîðà, èëè pressing down lemma) óòâåðæäàåò, ÷òî âñÿêàÿ ðåãðåññèâíàÿ ôóíêöèÿ
íà ñòàöèîíàðíîì ìíîæåñòâå ïîñòîÿííà íà íåêîòîðîì ñòàöèîíàðíîì ïîäìíîæåñòâå ýòîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 37 (Ôîäîðà). Ïóñòü κ � ðåãóëÿðíûé íåñ÷¼òíûé êàðäèíàë, S ⊂ κ � ñòàöèîíàðíîå ìíîæåñòâî è
f : S → κ � ðåãðåññèâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóþò ñòàöèîíàðíîå ìíîæåñòâî S0 ⊂ S è îðäèíàë γ < κ òàêèå,
÷òî f(α) = γ äëÿ âñåõ α ∈ S0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 /∈ S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ ñòàöèîíàðíîå ìíîæåñòâî S ⊂ κ è
ðåãðåññèâíàÿ ôóíêöèÿ f : S → κ òàêèå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî γ < κ ìíîæåñòâî f−1(γ) íå ñòàöèîíàðíî, ò.å. íå ïåðå-
ñåêàåòñÿ ñ íåêîòîðûì clubîì Cγ . Ïîëîæèì C = ∆γ<κ Cγ . Äëÿ α ∈ C èìååì α ∈ Cβ äëÿ êàæäîãî β < α, ò.å.
α /∈ f−1(β) äëÿ êàæäîãî β < α. Çíà÷èò, f(α) ≥ α � ïðîòèâîðå÷èå. �

Òåîðåìà 38. Ïóñòü κ � ðåãóëÿðíûé íåñ÷¼òíûé êàðäèíàë. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : κ→ κ ìíîæåñòâî

A = {α < κ : ∀β < α(f(β) < α)}
ñîäåðæèò club.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A íå ñîäåðæèò club. Òîãäà S = κ \ A ñòàöèîíàðíî. Äëÿ êàæäîãî α ∈ S
ïîëîæèì

ϕ(α) = min{β < α : f(β) ≥ α}.
Ïîëó÷èëè ðåãðåññèâíóþ ôóíêöèþ ϕ : S → κ. Ïî ëåììå Ôîäîðà ñóùåñòâóþò îðäèíàë γ < κ è ñòàöèîíàðíîå
ìíîæåñòâî S0 ⊂ S òàêèå, ÷òî ϕ(α) = γ äëÿ âñåõ α ∈ S0. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî f(γ) ≥ α äëÿ âñåõ α ∈ S0. Ýòîãî íå
ìîæåò áûòü, òàê êàê S0 íåîãðàíè÷åíî. �

Ñëåäñòâèå 11. Åñëè κ � ðåãóëÿðíûé íåñ÷¼òíûé êàðäèíàë, òî ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ëþáîé íåïðå-
ðûâíîé (îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêîâîé òîïîëîãèè) âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè κ→ κ ñîäåðæèò club.

Èçìåðèìûå êàðäèíàëû

Íåäîñòèæèìûå êàðäèíàëû

Íåäîñòèæèìûå êàðäèíàëû � ýòî êàðäèíàëû, êîòîðûå íåëüçÿ ïîëó÷èòü èç ìåíüøèõ êàðäèíàëîâ ïðèìåíåíèåì
îïåðàöèé êàðäèíàëüíîé àðèôìåòèêè.
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Îïðåäåëåíèå 48. Íåñ÷¼òíûé êàðäèíàë κ ñèëüíî íåäîñòèæèì, èëè ïðîñòî íåäîñòèæèì, åñëè îí ðåãóëÿðåí è
äëÿ âñÿêîãî λ < κ èìååì 2λ < κ.

Îïðåäåëåíèå 49. Êàðäèíàë κ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì, åñëè ó íåãî íåò íåïîñðåäñòâåííîãî ïðåäøåñòâåííèêà.

Íåïðåäåëüíûå êàðäèíàëû � ýòî â òî÷íîñòè âñå êàðäèíàëû âèäà κ+. Åñëè âûïîëíåíà îáîáù¼ííàÿ êîíòèíóóì-
ãèïîòåçà 2κ = κ+ äëÿ âñåõ êàðäèíàëîâ κ, òî âñÿêèé ðåãóëÿðíûé ïðåäåëüíûé êàðäèíàë íåäîñòèæèì.

Íåñóùåñòâîâàíèå íåäîñòèæèìûõ êàðäèíàëîâ ñîâìåñòèìî ñ ZFC, òîãäà êàê ñîâìåñòèìîñòü èõ ñóùåñòâîâàíèÿ
íåëüçÿ äîêàçàòü â ïðèíöèïå.

Èåðàðõèÿ ôîí Íåéìàíà ðàçáèâàåò êëàññ V âñåx ìíîæåñòâà íà ïîäêëàññû Vα, ãäå α ïðîáåãàåò êëàññ âñåõ
îðäèíàëîâ. Êëàññû Vα îïðåäåëÿþòñÿ ïî òðàíñôèíèòíîé ðåêóðñèè:

• V0 = ∅

• åñëè α = β + 1, òî Vα = P(Vβ)

• åñëè α � ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî Vα =
⋃
β<α Vβ

Åñëè êàðäèíàë κ íåäîñòèæèì, òî Vκ � ìîäåëü òåîðèè ìíîæåñòâ, â êîòîðîé íåò íåäîñòèæèìûõ êàðäèíàëîâ,
òàê ÷òî íåñóùåñòâîâàíèå òàêèõ êàðäèíàëîâ ñîâìåñòèìî ñ ZFC. Îäíàêî åñëè áû ñóùåñòâîâàëî äîêàçàòåëüñòâî
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ íåäîñòèæèìîãî êàðäèíàëà, òî îíî ÿâëÿëîñü áû îäíîâðåìåííî äîêàçàòåëü-
ñòâîì íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ZFC, êîòîðîå íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ïî âòîðîé òåîðåìå Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå.

Äëÿ ìíîæåñòâà X ïîëîæèì

Def(X) =
{
{y : y ∈ X è (X,∈) |= ϕ(y, z1, . . . , zn)} : ϕ � ôîðìóëà ïåðâîãî ïîðÿäêà è z1, . . . , zn ∈ X

}
.

Êîíñòðóêòèâíûé óíèâåðñóì Ã¼äåëÿ L ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êëàññîâ Lα, ãäå α ïðîáåãàåò êëàññ âñåõ îðäè-
íàëîâ. Êëàññû Lα îïðåäåëÿþòñÿ ïî òðàíñôèíèòíîé ðåêóðñèè:

• L0 = ∅

• åñëè α = β + 1, òî Lα = Def(Lβ)

• åñëè α � ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî Lα =
⋃
β<α Lβ

Ïðåäïîëîæåíèå V = L ñîâìåñòèìî ñ ZFC. Èç íåãî âûòåêàåò îáîáù¼ííàÿ êîíòèíóóì ãèïîòåçà , à çíà÷èò, è
íåäîñòèæèìîñòü âñÿêîãî ïðåäåëüíîãî ðåãóëÿðíîãî íåñ÷¼òíîãî êàðäèíàëà. Åñëè κ � òàêîé êàðäèíàë, òî Lκ �
ìîäåëü òåîðèè ìíîæåñòâ, â êîòîðîé òàêèõ êàðäèíàëîâ íåò, òàê ÷òî èõ íåñóùåñòâîâàíèå ñîâìåñòèìî ñ ZFC. Îä-
íàêî äîêàçàòü íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ ðåãóëÿðíûõ íåñ÷¼òíûõ êàðäèíàëîâ íåâîçìîæíî
â ïðèíöèïå (ïî âòîðîé òåîðåìå Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå).

Îïðåäåëåíèå 50. Èçìåðèìûé êàðäèíàë � ýòî íåñ÷¼òíûé êàðäèíàë òàêîé, ÷òî íàP(κ) ñóùåñòâóåò κ-àääèòèâíàÿ
íåòðèâèàëüíàÿ {0, 1}-çíà÷íàÿ ìåðà.

Èçìåðèìûé ïî Óëàìó êàðäèíàë � ýòî íåñ÷¼òíûé êàðäèíàë òàêîé, ÷òî íà P(κ) ñóùåñòâóåò σ-àääèòèâíàÿ
íåòðèâèàëüíàÿ {0, 1}-çíà÷íàÿ ìåðà.

Ïðè ýòîì {0, 1}-çíà÷íàÿ ìåðà κ-àääèòèâíà, åñëè êàêîâû áû íè áûëè êàðäèíàë λ < κ è ñåìåéñòâî ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Aα ⊂ κ, α < λ, èìååì mes

⋃
Aα =

∑
α<λ mesAα (ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

mesAα ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 1 íå áîëåå ÷åì äëÿ îäíîãî α < λ). Ìåðà íåòðèâèàëüíà, åñëè mesκ = 1 è mes{α} = 0
äëÿ âñÿêîãî α ∈ κ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, íåñ÷¼òíûé êàðäèíàë κ èçìåðèì, åñëè íà κ ñóùåñòâóåò κ-ïîëíûé íåãëàâíûé óëüòðàôèëüòð.

(Óëüòðàôèëüòð U íà κ íåãëàâíûé, åñëè
⋂

U = ∅, è κ-ïîëíûé, åñëè ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà < κ åãî
ýëåìåíòîâ ïðèíàäëåæèò U .)
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Ëåêöèÿ 11. Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿç-
íûõ ãðóïï
Òåîðåìà 39. Ëþáîé èçìåðèìûé êàðäèíàë íåäîñòèæèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íà êàðäèíàëå κ ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ κ-àääèòèâíàÿ {0, 1}-çíà÷íàÿ ìåðà, òî ëþáîå
îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî èìååò ìåðó 0 =⇒ ëþáîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè < κ èìååò ìåðó 0 =⇒ îáúåäèíåíèå
< κ òàêèõ ìíîæåñòâ èìååò ìåðó 0 =⇒ κ ðåãóëÿðåí.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò λ < κ, äëÿ êîòîðîãî 2λ ≥ κ. Îòîæäåñòâèì κ ñ êàêèì-íèáóäü ìíîæåñòâîì
K ⊂ 2λ (ïîñðåäñòâîì áèåêöèè). Ýëåìåíòû K (êàê è âñåãî ìíîæåñòâà 2λ) � ýòî ôóíêöèè λ → {0, 1}. Äëÿ
êàæäîãî α < λ èìååì

mes{f ∈ K : f(α) = 0} = 1 èëè mes{f ∈ K : f(α) = 1} = 1.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëîæèì cα = 0, âî âòîðîì � cα = 1. Â ñèëó κ-àääèòèâíîñòè ìåðû èìååì

mes
⋂{
{f ∈ K : f(α) = cα} : α ∈ λ

}
= 1,

îäíàêî ýòî ïåðåñå÷åíèå ñîäåðæèò ëèøü îäíó òî÷êó � ôóíêöèþ f : α 7→ cα, α ∈ λ. �

Òåîðåìà 40. Íàèìåíüøèé èçìåðèìûé ïî Óëàìó êàðäèíàë èçìåðèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü κ � íàèìåíüøèé èçìåðèìûé ïî Óëàìó êàðäèíàë è mes � σ-àääèòèâíàÿ {0, 1}-çíà÷íàÿ
ìåðà íà P(κ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà ìåðà íå κ-àääèòèâíà. Ïóñòü λ < κ, Aα ⊂ κ äëÿ α < λ, mesAα = 0 äëÿ α < λ è

mes
(⋃

α<λ Aα

)
= 1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

⋃
α<λAα = κ � èíà÷å çàìåíèì A0 íà A0 ∪

(
κ \
⋃
α<λAα

)
.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : κ → λ, îïðåäåë¼ííîå ïðàâèëîì f(α) = β ⇐⇒ β ∈ Aα. Îïðåäåëèì íà P(λ)

ôóíêöèþ µ, ïîëîæèâ µ(X) = mes(f−1(X)) äëÿ X ⊂ λ. Ôóíêöèÿ µ ÿâëÿåòñÿ σ-àääèòèâíîé ìåðîé íà P(λ) ,

ïîñêîëüêó µ(∅) = mes(f−1(∅)) = mes(∅) = 0 è äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Xn ⊂ λ, n ∈ ω,
èìååì f−1(Xi) ∩ f−1(Xj) = ∅ äëÿ i 6= j, f−1(

⋃
n∈ωXn) =

⋃
n∈ω f

−1(Xn) è

µ
( ⋃
n∈ω

Xn

)
= mes

( ⋃
n∈ω

f−1(Xn)
)

=

=
∑
n∈ω

mes
(
f−1(Xn)

)
=
∑

n∈ω
µ
(
f−1(Xn)

)
.

Ñóùåñòâîâàíèå µ ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè èçìåðèìîãî ïî Óëàìó êàðäèíàëà κ. �

Êàðäèíàë κ íàçûâàåòñÿ ðàìñååâñêèì, åñëè äëÿ âñÿêîé ðàñêðàñêè χ : [κ]<ω → {0, 1} ñóùåñòâóåò χ-îäíîðîäíîå
ìíîæåñòâî ìîùíîñòè κ (ìíîæåñòâî A ⊂ κ χ-îäíîðîäíî, åñëè χ|[A]<ω = const).

Òåîðåìà 41. Ëþáîé èçìåðèìûé êàðäèíàë ÿâëÿåòñÿ ðàìñååâñêèì.

Óëüòðàôèëüòð U íà κ íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëüíûõ ïåðåñå÷åíèé,
ò.å. äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà {Uα : α ∈ κ} ýëåìåíòîâ U äèàãîíàëüíîå ïåðåñå÷åíèå ∆α<κ Uα ïðèíàäëåæèò U .

Òåîðåìà 42. Êàðäèíàë κ èçìåðèì ⇐⇒ íà κ ñóùåñòâóåò íåãëàâíûé κ-ïîëíûé íîðìàëüíûé óëüòðàôèëüòð.

Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ãðóïï

Êàòåãîðèè

Òåîðèÿ êàòåãîðèé èçó÷àåò ñâîéñòâà îòíîøåíèé ìåæäó îáúåêòàìè, íå çàâèñÿùèå îò âíóòðåííåé ñòðóêòóðû îáú-
åêòîâ.

Îïðåäåëåíèå 51. Ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà êàòåãîðèÿ C, åñëè

• çàäàí êëàññ îáúåêòîâ ObC;

• äëÿ êàæäîé ïàðû îáúåêòîâ A,B çàäàíî ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ (ñòðåëîê) HomC(A,B), ïðè÷¼ì êàæäîìó
ìîðôèçìó ñîîòâåòñòâóþò åäèíñòâåííûå îáúåêòû A è B;

• äëÿ ïàðû ìîðôèçìîâ f ∈ HomC(A,B) è g ∈ HomC(A,B) îïðåäåëåíà êîìïîçèöèÿ g ◦ f ∈ HomC(A,C);
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• äëÿ êàæäîãî îáúåêòà A çàäàí òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì idA ∈ HomC(A,A),

ïðè÷¼ì âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû

• îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè àññîöèàòèâíà: h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f ;
• òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì äåéñòâóåò òðèâèàëüíî:

f ◦ idA = idB ◦ f = f ∀g ∈ HomC(A,B).

Ñòàíäàðòíûé ñïîñîá îïèñàíèÿ óòâåðæäåíèé òåîðèè êàòåãîðèé � êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû. Êîììóòàòèâ-

íàÿ äèàãðàììà � ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, â âåðøèíàõ êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ îáúåêòû, à ñòðåëêàìè ÿâëÿþòñÿ

ìîðôèçìû, ïðè÷¼ì ðåçóëüòàò êîìïîçèöèè ñòðåëîê íå çàâèñèò îò âûáðàííîãî ïóòè. Íàïðèìåð, àêñèîìû òåîðèè

êàòåãîðèé ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì:
A B

D C

h◦g◦f

f

g

h

A A

B B

f

idA

f
f

idB

Ïðèìåð 3. • Set � êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ: îáúåêòû � ìíîæåñòâà, ìîðôèçìû � îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ

• Top � êàòåãîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ: îáúåêòû � ïðîñòðàíñòâà, ìîðôèçìû � íåïðåðûâíûå îòîá-

ðàæåíèÿ

• Grp � êàòåãîðèÿ ãðóïï: îáúåêòû � ãðóïïû, ìîðôèçìû � ãîìîìîðôèçìû

• êàæäîìó ÷.ó.ì. ñîîòâåòñòâóåò êàòåãîðèÿ, îáúåêòû êîòîðîé � ýëåìåíòû ÷.ó.ì., ìîðôèçìû � ≤

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, â òåîðèè êàòåãîðèé ïðîèçâåäåíèå îáúåêòîâ Xα, α ∈ A, îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáúåêò X

âìåñòå ñ ñåìåéñòâîì ìîðôèçìîâ πα : X → Xα (íàçûâàåìûõ êàíîíè÷åñêèìè ïðîåêöèÿìè) ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî

äëÿ ëþáîãî îáúåêòà Y ýòîé êàòåãîðèè è ëþáîãî ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ fα : Y → Xα ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé

ìîðôèçì f : Y → X òàêîé, ÷òî äèàãðàììà

X

Y Xα

πα
f

fα

êîììóòàòèâíà (ò.å. πα ◦ f = fα) äëÿ êàæäîãî α ∈ A. Â êàòåãîðèè Top òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ îáúåêòû �

ïðîñòðàíñòâà, à ìîðôèçìû � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Â ýòîé êàòåãîðèè óñëîâèå èç îïðåäåëíèÿ ïðîèçâåäå-

íèÿ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé fα : Y → Xα äèàãîíàëüíîå ïðîèçâåäåíèå

∆
α∈A

fα : Y →
∏
α∈A

Xα äîëæíî áûòü íåïðåðûâíûì.

Îïðåäåëåíèå 52. Ìîðôèçì f ∈ HomC(A,B) íàçûâàåòñÿ

• èçîìîðôèçìîì, åñëè ñóùåñòâóåò ìîðôèçì g ∈ HomC(B,A) òàêîé, ÷òî g ◦ f = idA è f ◦ g = idB;

• ýíäîìîðôèçìîì, åñëè A = B;

• àâòîìîðôèçìîì, åñëè ýòî èçîìîðôèçì è ýíäîìîðôèçì;

• ýïèìîðôèçìîì, åñëè ∀g1, g2 ∈ HomC(B,X) èç g1 ◦ f = g2 ◦ f ñëåäóåò g1 = g2;

• ìîíîìîðôèçìîì, åñëè ∀g1, g2 ∈ HomC(X,A) èç f ◦ g1 = f ◦ g2 ñëåäóåò g1 = g2;

• áèìîðôèçìîì, åñëè ýòî ìîíîìîðôèçì è ýïèìîðôèçì.

Ëþáîé èçîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ áèìîðôèçìîì, íî íå íàîáîðîò.

Îïðåäåëåíèå 53. Îáúåêò P â êàòåãîðèè C íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ýïèìîðôèçìà e : Y → X

è ìîðôèçìà f : P → X ñóùåñòâóåò ìîðôèçì f̄ : P → Y , äëÿ êîòîðîãî äèàãðàììà
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Y

P X

e
f̄

f

êîììóòàòèâíà (ò.å. e ◦ f̄ = f).

Ïðèìåð 4. • Àêñèîìà âûáîðà ⇐⇒ âñå îáúåêòû â êàòåãîðèè Set ìíîæåñòâ è îòîáðàæåíèé ïðîåêòèâíû.

• Â êàòåãîðèè (òîïîëîãè÷åñêèõ) ãðóïï è (íåïðåðûâíûõ) ãîìîìîðôèçìîâ ïðîåêòèâíûå îáúåêòû � ñâîáîäíûå
(òîïîëîãè÷åñêèå) ãðóïïû.

• Â êàòåãîðèè Comp êîìïàêòîâ è íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ïðîåêòèâíûå îáúåêòû � ýêñòðåìàëüíî íåñâÿç-
íûå êîìïàêòû.

Áóëåâû àëãåáðû è ïðîñòðàíñòâà Ñòîóíà

Îïðåäåëåíèå 54. Áóëåâà àëãåáðà � ýòî íåïóñòîå ìíîæåñòâî B ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè ∨ (ñóïðåìóì)

è ∧ (èíôèìóì), îäíîé óíàðíîé îïåðàöèåé ¬ (äîïîëíåíèå) è äâóìÿ âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè 0 è 1, óäîâëåòâî-

ðÿþùèìè àêñèîìàì:

äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ B

a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c
a ∨ b = b ∨ a a ∧ b = b ∧ a
a ∨ (a ∧ b) = a a ∧ (a ∨ b) = a

a ∨ 0 = a a ∧ 1 = a

a ∨ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c)
a ∨ ¬a = 1 a ∧ ¬a = 0

Ïðèìåð 5. 1. Äëÿ ìíîæåñòâàX ñåìåéñòâî P(X) âñåõ ïîäìíîæåñòâX ñ îïåðàöèÿìè ∨ = ∪, ∨ = ∩, ¬ = X\•
è âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè 0 = ∅ è 1 = X.

2. Äëÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ñåìåéñòâî CO(X) âñåõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ X ñ òåìè

æå îïåðàöèÿìè.

3. Äëÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ñåìåéñòâî RO(X) âñåõ êàíîíè÷åñêè îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ X ñ

îïåðàöèÿìè

U ∧ V = U ∩ V, U ∨ V = Int(U ∪V), ¬U = X \U

è âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè 0 = ∅ è 1 = X.

(Êàíîíè÷åñêè îòêðûòûå ìíîæåñòâà = âíóòðåííîñòè çàìêíóòûõ: U ∈ RO(X), åñëè U = Intcl U .)

4. Áóëåâà àëãåáðà RC(X) êàíîíè÷åñêè çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ (çàìûêàíèé îòêðûòûõ) ñ 0 = ∅, 1 = X è

îïåðàöèÿìè

F ∧G = Int(F ∩G), F ∨G = F ∪G, ¬F = X \ IntF.

Òåîðåìà 43 (Ñòîóíà). Ëþáàÿ áóëåâà àëãåáðà B èçîìîðôíà áóëåâîé àëãåáðå âñåõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîäìíî-

æåñòâ íåêîòîðîãî âïîëíå íåñâÿçíîãî êîìïàêòà S(B).

Òî÷êè êîìïàêòà S(B) � óëüòðàôèëüòðû íà B, ò.å. ãîìîìîðôèçìû â áóëåâó àëãåáðó {0, 1}. Åãî òîïîëîãèÿ
ïîðîæäåíà áàçîé {X ∈ S(B) : b ∈ X}, ãäå b ∈ B.

Ñîîòâåòñòâèå S � îòîáðàæåíèå èç êàòåãîðèè áóëåâûõ àëãåáð è ãîìîìîðôèçìîâ áóëåâûõ àëãåáð â êàòåãîðèþ

Comp êîìïàêòîâ è íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.
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Ýòî ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì, ò.å. ëþáîìó ãîìîìîðôèçìó áóëåâûõ àëãåáð A→
B åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå S(B)→ S(A).

Îïðåäåëåíèå 55. Áóëåâà àëãåáðà B ïîëíà, åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ⊂ B îïðåäåëåíû
∨
X è

∧
X (ñ÷è-

òàåòñÿ, ÷òî
∨
∅ = 0 è

∧
∅ = 1).

Áóëåâà àëãåáðà B ïîëíà ⇐⇒ ïðîñòðàíñòâî Ñòîóíà S(B) ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî.

Ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 56. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî, åñëè çàìûêàíèå ëþáîãî îòêðûòîãî

ìíîæåñòâà â í¼ì îòêðûòî.

Ðàâíîñèëüíûå óñëîâèÿ

• âíóòðåííîñòü ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà â X çàìêíóòà

• åñëè U, V ⊂ X îòêðûòû è U ∩ V = ∅, òî cl U∩cl V = ∅

• ëþáîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî Y ⊂ X C∗-âëîæåíî â X, ò.å. âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ Y → [0, 1]

ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè X → [0, 1]

• ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ X C∗-âëîæåíî â X

• ñòîóí-÷åõîâñêàÿ (ìàêñèìàëüíàÿ) êîìïàêòèôèêàöèÿ βX � ïðîåêòèâíûé îáúåêò êàòåãîðèè Comp

• áóëåâà àëãåáðà CO(X) îáðàçóåò áàçó òîïîëîãèè X è ïîëíà

Òåîðåìà 44 (Ôðîëèê). Åñëè X � ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî è f : X → X � ãîìåîìîðôèçì, òî

ìíîæåñòâî Fix f íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ f îòêðûòî (è çàìêíóòî) â X.

Ñëåäñòâèå 12. Âñÿêîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, êâàäðàò êîòîðîãî ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçåí, äèñêðåòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ àâòîãîìåîìîðôèçìà f : X2 → X2, îïðåäåë¼ííîãî ïðàâèëîì f(x, y) = (y, x), ìíîæåñòâî

íåïîäâèæíûõ òî÷åê � äèàãîíàëü â X2. Äèàãîíàëü â êâàäðàòå õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà îòêðûòà ⇐⇒ ýòî

ïðîñòðàíñòâî äèñêðåòíî. �

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X îäíîðîäíî, åñëè äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ x, y ∈ X ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì

f : X → X òàêîé, ÷òî f(x) = y.

Âñÿêèé îäíîðîäíûé ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûé êîìïàêò êîíå÷åí.

Çàìå÷àíèå 10. Ïðîñòðàíñòâî X ∪ {∗} ñ åäèíñòâåííîé íåèçîëèðîâàííîé òî÷êîé ∗ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî ⇐⇒
ôèëüòð F ïðîêîëîòûõ îêðåñòíîñòåé òî÷êè ∗ ÿâëÿåòñÿ óëüòðàôèëüòðîì íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî. ⇐ î÷åâèäíî, äîêàæåì⇒. Ïóñòü A� ëþáîå ïîäìíîæåñòâîX. Íàäî ïîêàçàòü,

÷òî ëèáî A, ëèáî X \ A ÿâëÿåòñÿ ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè ∗. Ìíîæåñòâà A è X \ A îòêðûòû â X ∪ {∗}.
Çíà÷èò, ∗ ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ ðîâíî îäíîãî èç ýòèõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ∗ ∈clA. Èìååì
clA = A ∪ {∗} (è clX \A = X \ A) � èíà÷å clA∩clX \A 6= ∅. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî A ∪ {∗} îòêðûòî è A �

ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè ∗. �

Ýêñòðåìàëüíàÿ íåñâÿçíîñòü íàñëåäóåòñÿ îòêðûòûìè, âñþäó ïëîòíûìè è ñ÷¼òíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè è

ñîõðàíÿåòñÿ îòêðûòûìè íåïðåðûâíûìè îòîáðàæåíèÿìè.

Ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûå ãðóïïû

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà � ýòî ãðóïïà ñ òîïîëîãèåé, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îáå ãðóïïîâûå îïåðàöèè (x, y) 7→ x · y
è x 7→ x−1 íåïðåðûâíû.

Åñëè òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà G óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå îòäåëèìîñòè T0, òî îíà âïîëíå ðåãóëÿðíà. Â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî G îòäåëèìà.
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Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèå H âñåõ îêðåñòíîñòåé åäèíèöû ÿâëÿåòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòîé ïîäãðóïïîé
ãðóïïû G, è òîïîëîãè÷åñêàÿ ôàêòîðãðóïïà G/H îòäåëèìà, à â îñòàëüíîì îáëàäàåò òåìè æå òîïîëîãè÷åñêèìè
ñâîéñòâàìè, ÷òî è ãðóïïà G. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü âñå ðàññìàòðèâàåìûå òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû
îòäåëèìûìè.

Ïðîáëåìà 1 (Àðõàíãåëüñêèé, 1967). Ñóùåñòâóåò ëè â ZFC íåäèñêðåòíàÿ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíàÿ òîïîëî-
ãè÷åñêàÿ ãðóïïà?

Òåîðåìà 45 (ÑèðÎòà, ≈ 1967). CH =⇒ ñóùåñòâóåò íåäèñêðåòíàÿ ñ÷¼òíàÿ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíàÿ ãðóïïà

Îïðåäåëåíèå 57. Ãðóïïà G ñ åäèíèöåé 1 íàçûâàåòñÿ áóëåâîé, åñëè â íåé âûïîëíåíî òîæäåñòâî x2 = 1 äëÿ
âñåõ x ∈ G.

• Ëþáàÿ áóëåâà ãðóïïà àáåëåâà.

• Ëþáàÿ áóëåâà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì F2. Â ÷àñòíîñòè, ó íå¼ åñòü áàçèñ,
êîòîðûé å¼ ñâîáîäíî ïîðîæäàåò.

• Áóëåâà ãðóïïà B(X) ñ áàçèñîì X � íå ÷òî èíîå êàê ìíîæåñòâî [X]<ω âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ X ñ
îïåðàöèåé ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè: äëÿ x,y ∈ B(X) x + y = x4y = (x ∪ y) \ (x ∩ y). Íîëü � ïóñòîå
ìíîæåñòâî.

Ïðèìåð 6. Êàíòîðîâ äèñêîíòèíóóì C ∼= {0, 1}ω � êîìïàêòíàÿ áóëåâà òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà. Îíà ñîäåðæèò
ñ÷¼òíóþ ãðóïïó

B(ω) = [ω]<ω = {f ∈ {0, 1}ω : |f−1(1)| < ω}

â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû.

Òåîðåìà 46 (Ìàëûõèí). Ëþáàÿ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíàÿ ãðóïïà ñîäåðæèò îòêðûòóþ áóëåâó ïîäãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüG� ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíàÿ ãðóïïà. Ðàññìîòðèì ãîìåîìîðôèçì ϕ : G→ G, ϕ(g) = g−1.
Ïî òåîðåìå Ôðîëèêà Fixϕ îòêðûòî â G. Ýòî îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü åäèíèöû. Ïóñòü U � îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü
åäèíèöû, äëÿ êîòîðîé U ·U ⊂ Fixϕ (å¼ ñóùåñòâîâàíèå âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà 1·1 = 1 è íåïðåðûâíîñòè óìíîæåíèÿ
â òî÷êå (1, 1) ∈ G × G). Ïóñòü H � ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ ìíîæåñòâîì U . Îíà îòêðûòà: äëÿ h ∈ H èìååì
h · U ⊂ h ·H ⊂ H, è h · U � îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè h â ñèëó íåïðåðûâíîñòè óìíîæåíèÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîäãðóïïà H áóëåâà. Äëÿ ëþáûõ u, v ∈ U èìååì u · v ∈ Fixϕ, îòêóäà

v · u = v · u · (u · v · u · v) = (v · (u · u) · v) · u · v = u · v.

Ëþáîé ýëåìåíò h ∈ H åñòü ïðîèçâåäåíèå u1 · . . . · un, ãäå ui ∈ U . Çíà÷èò, h2 = u2
1 · . . . · u2

n = 0. �

Ñëåäñòâèå 13. Åñëè ñóùåñòâóåò íåäèñêðåòíàÿ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíàÿ ãðóïïà, òî ñóùåñòâóåò è áóëåâà íåäèñ-
êðåòíàÿ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíàÿ ãðóïïà.

Ïðèìåð Ñèðîòû
Íàïîìíèì: åñëè F � ôèëüòð íà ω, òî ωF � ïðîñòðàíñòâî ω ∪ {∗} ñ åäèíñòâåííîé íåèçîëèðîâàííîé òî÷êîé

∗, â êîòîðîì ïðîêîëîòûå îêðåñòíîñòè ∗ � ýëåìåíòû F .
Ïóñòü F � ôèëüòð íà ω, è ïóñòü BF (ω) � áóëåâà ãðóïïà B(ω) = [ω]<ω ñ òîïîëîãèåé, â êîòîðîé áàçó

îêðåñòíîñòåé íóëÿ ñîñòàâëÿþò ïîäãðóïïû 〈F 〉, ïîðîæä¼ííûå ìíîæåñòâàìè F ∈ F . ÑèðÎòà

• ââ¼ë îïðåäåëåíèå ðàìñååâñêîãî (ñåëåêòèâíîãî) óëüòðàôèëüòðà íà ω â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå;

• äîêàçàë, ÷òî èç CH ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðàìñååâñêîãî óëüòðàôèëüòðà;

• äîêàçàë, ÷òî åñëè U � ðàìñååâñêèé óëüòðàôèëüòð íà ω, òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà BU (ω) ýêñòðåìàëüíî
íåñâÿçíà.

Íåçàìêíóòûå äèñêðåòíûå ìíîæåñòâà â ãðóïïàõ

Â ãðóïïå Ñèðîòû BU (ω) åñòü ñ÷¼òíîå íåçàìêíóòîå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî ω ñ åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé
0. Â ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîì ïðîñòðàíñòâå äâà òàêèõ ìíîæåñòâà íå ìîãóò èìåòü îáùóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó,
ïîñêîëüêó ýêñòðåìàëüíàÿ íåñâÿçíîñòü íàñëåäóåòñÿ ñ÷¼òíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè. Åñòåñòâåííûå âîïðîñû:
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• Ñóùåñòâóåò ëè ìîäåëü ZFC, â êîòîðîé âñÿêàÿ íåäèñêðåòíàÿ áóëåâà òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà ñîäåðæèò
íåïåðåñåêàþùèåñÿ äèñêðåòíûå ìíîæåñòâà ñ îáùåé åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé?

• Âåðíî ëè, ÷òî âî âñÿêîé (ñ÷¼òíîé) íåäèñêðåòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïå èìååòñÿ äèñêðåòíîå ïîäìíîæåñòâî
ñ ðîâíî îäíîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé?

• Ñóùåñòâóåò ëè íåäèñêðåòíàÿ ñ÷¼òíàÿ ãðóïïà, â êîòîðîé âñå äèñêðåòíûå ïîäìíîæåñòâà çàìêíóòû?

Îïðåäåëåíèå 58. Ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî M â ãðóïïå G æèðíîå, åñëè 1 ∈ M è ∃m ∈ N (æèðíîñòü M)
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî m-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà F ⊂ G ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå x, y ∈ F ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî
x−1 · y ∈M è y−1 · x ∈M .

Ïðèìåð 7. • Ëþáàÿ ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà � æèðíîå ìíîæåñòâî.

• Åñëè W ⊂ G è W ∩W−1 ·W = ∅, òî G \W � æèðíîå ìíîæåñòâî (è m = 4).

Òåîðåìà 47. Â ëþáîé ãðóïïå G ñåìåéñòâî æèðíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîì íà G.

Îïðåäåëåíèå 59. Ôèëüòð F íà ω � íàçûâàåòñÿ Q-ôèëüòðîì, åñëè êàêîâî áû íè áûëî ðàçáèåíèå ω = tFn,
ãäå âñå Fn êîíå÷íû, ñóùåñòâóåò A ∈ F ñî ñâîéñòâîì |A ∩ Fn| ≤ 1 äëÿ âñåõ n ∈ ω.

Îïðåäåëåíèå 60. Ôèëüòð F íà ω íàçûâàåòñÿ áûñòðûì (èëè ñëàáûì Q-ôèëüòðîì), åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f : ω → ω íàéä¼òñÿ A = {a0 < a1 < . . .} ∈ F ñî ñâîéñòâîì an > f(n) äëÿ âñåõ n.

Ïðåäëîæåíèå 11. Ôèëüòð F áûñòðûé ⇐⇒ êàêîâî áû íè áûëî ðàçáèåíèå ω = tFn, ãäå âñå Fn êîíå÷íû,
ñóùåñòâóåò A ∈ F ñî ñâîéñòâîì |A ∩ Fn| < n äëÿ âñåõ n ∈ ω.

Çàìå÷àíèå 11. Ôèëüòð F íà ω íåáûñòðûé ⇐⇒ äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (mn)n∈ω
ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ω = tFn, ãäå âñå Fn êîíå÷íû, òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî A ∈ F èìååì |A ∩ Fn| > mn ïðè
íåêîòîðîì n.

Òåîðåìà 48. Ïóñòü G � ñ÷¼òíàÿ ãðóïïà, F � íåáûñòðûé ñâîáîäíûé ôèëüòð íà G è (Mn)n∈ω � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü æèðíûõ ìíîæåñòâ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî S ⊂ G \ {1} ñî ñâîéñòâàìè

1. S \Mn êîíå÷íî äëÿ âñåõ n;

2. âî âñÿêîì A ∈ F íàéäóòñÿ ðàçëè÷íûå a, b ∈ A òàêèå, ÷òî a−1 · b ∈ S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Mn+1 ⊂ Mn è M−1
n = Mn. Ïóñòü mn �

æèðíîñòü Mn. Ôèëüòð F íåáûñòðûé =⇒ ∃ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Fn)n∈ω êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ G ñ òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî A ∈ F èìååì |A ∩ Fn| > mn ïðè íåêîòîðîì n. Ïîëîæèì

Sn = {g−1 · h : g, h ∈ Fn, g 6= h, g−1 · h ∈Mn} è S =
⋃
Sn.

Ïðîâåðèì 1: ìíîæåñòâà Sk êîíå÷íû, Sk ⊂Mk, Mk+1 ⊂Mk =⇒ S \Mn ⊂
⋃
k<n Sk êîíå÷íî äëÿ êàæäîãî n.

Ïðîâåðèì 2: Ïóñòü A ∈ F . Èìååì |A ∩ Fn| > mn äëÿ íåêîòîðîãî n. Ìíîæåñòâî Mn æèðíîå, mn � åãî
æèðíîñòü =⇒ ∃ ðàçëè÷íûå a, b ∈ A ∩ Fn, äëÿ êîòîðûõ a−1 · b ∈Mn. Ïî îïðåäåëåíèþ a−1 · b ∈ Sn. �

Ñëåäñòâèå 14. Ëþáàÿ ñ÷¼òíàÿ íåäèñêðåòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà G, â êîòîðîé ôèëüòð F ïðîêîëîòûõ
îêðåñòíîñòåé åäèíèöû íåáûñòðûé, ñîäåðæèò íåçàìêíóòîå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî ñ åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé
òî÷êîé 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G = {1, g0, g1, . . . , gn, . . . }. Äëÿ êàæäîãî n ∈ ω âîçüì¼ì îêðåñòíîñòü åäèíèöû Un òàêóþ,
÷òî gn /∈ Un. Ïóñòü Vn � îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü åäèíèöû, V −1

n · Vn · V −1
n ⊂ Un. Òîãäà g · Vn ∩ V −1

n · Vn = ∅.
Çíà÷èò, ìíîæåñòâî Mn = G \ (gn · Vn) æèðíîå (è çàìêíóòîå), ïðè÷¼ì

⋂
Mn = {1}. Âîçüìåì S êàê â òåîðåìå.

Êàæäàÿ òî÷êà g ∈ G\{1} íå ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìóMn =⇒ G\Mn � å¼ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü, ñîäåðæàùàÿ
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê èç S =⇒ ìíîæåñòâî S äèñêðåòíî , è òî÷êè g 6= 1 íå ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè äëÿ
S. Äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè 1 U ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü 1 V òàêàÿ, ÷òî V −1 · V ⊂ U , è ëþáàÿ îêðåñòíîñòü
ñîäåðæèò ïðîêîëîòóþ îêðåñòíîñòü. Çíà÷èò, ëþáàÿ îêðåñòíîñòü 1 ñîäåðæèò A−1 ·A äëÿ íåêîòîðîãî A ∈ F =⇒
ïåðåñåêàåò S. �
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Ñóùåñòâóåò ìîäåëü ZFC, â êîòîðîé íåò áûñòðûõ ôèëüòðîâ.

Ñëåäñòâèå 15. Ñ ZFC ñîâìåñòèìî óòâåðæäåíèå: ëþáàÿ ñ÷¼òíàÿ íåäèñêðåòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà ñîäåðæèò
íåçàìêíóòîå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî, åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ åäèíèöà ãðóïïû.

Òåîðåìà 49. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò áûñòðûõ ôèëüòðîâ. Òîãäà â ëþáîé ñ÷¼òíîé íåäèñêðåòíîé áóëå-
âîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïå ñîäåðæàòñÿ äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ äèñêðåòíûõ ìíîæåñòâà, åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé
òî÷êîé êàæäîãî èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ 0.

Ñëåäñòâèå 16. Íåñóùåñòâîâàíèå ñ÷¼òíûõ íåäèñêðåòíûõ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ãðóïï ñîâìåñòèìî ñ ZFC.

Íåñ÷¼òíûå ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûå ãðóïïû

Òåîðåìà 50. Ïóñòü κ � ëþáîé êàðäèíàë è U � ðàìñååâñêèé óëüòðàôèëüòð íà κ. Òîãäà áóëåâà òîïîëîãè÷åñêàÿ
ãðóïïà BU (κ) = [κ]<ω, â êîòîðîé áàçó îêðåñòíîñòåé íóëÿ ñîñòàâëÿþò ïîäãðóïïû 〈A〉, A ∈ U , ýêñòðåìàëüíî
íåñâÿçíà.

Åñëè óëüòðàôèëüòð U íåãëàâíûé, òî ãðóïïà BU (κ) íåäèñêðåòíà.

Ðàìñååâñêèé óëüòðàôèëüòð U íà κ íåãëàâíûé è ðàâíîìåðíûé (âñå åãî ýëåìåíòû èìåþò ìîùíîñòü κ) ⇐⇒
U íîðìàëåí (çàìêíóò îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëüíûõ ïåðåñå÷åíèé) è κ-ïîëîí. Ñëåäîâàòåëüíî, íà κ ñóùåñòâóåò
íåãëàâíûé ðàìñååâñêèé óëüòðàôèëüòð, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî íåñ÷¼òíû, ⇐⇒ κ èçìåðèì.

Ñëåäñòâèå 17. Åñëè ñóùåñòâóåò èçìåðèìûé êàðäèíàë, òî ñóùåñòâóåò è íåäèñêðåòíàÿ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíàÿ
ãðóïïà.

Íà ïðÿìîå îáîáùåíèå òåîðåìû î íåñóùåñòâîâàíèè íåäèñêðåòíûõ ñ÷¼òíûõ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ãðóïï íà
ðåãóëÿðíûå íåñ÷¼òíûå êàðäèíàëû ðàññ÷èòûâàòü íå ïðèõîäèòñÿ:

Ïðåäëîæåíèå 12. Ïóñòü κ � íåñ÷¼òíûé ðåãóëÿðíûé êàðäèíàë è f : κ → κ � ôóíêöèÿ ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî
ïðîîáðàç f−1(α) êàæäîé òî÷êè α ∈ κ íå ñòàöèîíàðåí. Òîãäà ñóùåñòâóåò club C, ñóæåíèå ôóíêöèè f íà êîòîðûé
èíúåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî {α ∈ κ : f(α) < α} ñòàöèîíàðíî. Òîãäà ïî ëåììå Ôîäîðà
ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ìíîæåñòâî S ⊂ κ, äëÿ êîòîðîãî f |S = const, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Çíà÷èò,
{α ∈ κ : f(α) < α} íåñòàöèîíàðíî, òàê ÷òî ìíîæåñòâî A = {α ∈ κ : f(α) ≥ α} ñîäåðæèò club. Ìíîæåñòâî
B = {α ∈ κ : f(β) < α äëÿ âñåõ β < α} òîæå ñîäåðæèò club ïî äîêàçàííîé ðàíüøå òåîðåìå. Ïóñòü C � club,
C ⊂ A ∩B. Åñëè α, β ∈ C, α < β, òî β ∈ B =⇒ f(α) < β è β ∈ A =⇒ f(β) ≥ β. �

Ìîæíî ïðèäóìàòü íåñêîëüêî åñòåñòâåííûõ îáîáùåíèé ïîíÿòèÿ Q-ôèëüòðà íà íåñ÷¼òíûå êàðäèíàëû. Ñàìîå
ñèëüíîå: ñêàæåì, ÷òî ôèëüòð F íà κ ÿâëÿåòñÿ κ-Q-ôèëüòðîì, åñëè êàêîâî áû íè áûëî ðàçáèåíèå κ = tFα,
α ∈ κ, ãäå |Fα| < κ äëÿ âñåõ α, ñóùåñòâóåò A ∈ F ñî ñâîéñòâîì |A∩Fα| ≤ 1 äëÿ âñåõ α ∈ κ. Âñÿêèé κ-Q-ôèëüòð
ÿâëÿåòñÿ κ-áûñòðûì ôèëüòðîì (êàêîå áû îáîáùåíèå áûñòðîòû íè ðàññìàòðèâàëîñü).

Âñå ñòàöèîíàðíûå ïîäìíîæåñòâà ðåãóëÿðíîãî êàðäèíàëà κ èìåþò ìîùíîñòü κ =⇒

Ñëåäñòâèå 18. Ëþáîé ôèëüòð F íà ðåãóëÿðíîì íåñ÷¼òíîì êàðäèíàëå κ, ñîäåðæàùèé club(κ), ÿâëÿåòñÿ íåãëàâ-
íûì κ-Q-ôèëüòðîì.
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Ëåêöèÿ 12. Èòåðèðîâàííûé ôîðñèíã. Òåîðåìà Èñòîíà. Áóëå-
âîçíà÷íûå ìîäåëè

Èòåðèðîâàííûé ôîðñèíã
Îïðåäåëåíèå 61. Ïóñòü Q = (Q,≤Q,1Q) è R = (P,≤R,1R) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Ïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì Q ⊗ R ìíîæåñòâ Q è R íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî P = (P,≤P ,1), ãäå P =
Q×R, 1 = (1Q,1R) a ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê îïðåäåëÿåòñÿ òàê: (q, r) ≤P (q′, r′), åñëè q ≤Q q′ è r ≤R r′. Íàèáîëüøèì
ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà P ÿâëÿåòñÿ 1 = (1Q,1R).

Òåîðåìà 51 (Ïåðâàÿ òåîðåìà î ïðîèçâåäåíèè). Ïóñòü M � ÑÒÌ, Q è R � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå

ìíîæåñòâà, P = Q⊗ R è G � P-ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî íàä M . Ïóñòü

H = {q ∈ Q : ∃r ∈ R((q, r) ∈ G)},

K = {r ∈ R : ∃q ∈ Q((q, r) ∈ G)}.
Òîãäà H � Q-ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî íàä M , K � R-ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî íàä M [H] è G = H ×K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè (q, r) ∈ G, òî (1Q, r), (q,1Q) ∈ G (òàê êàê îíè áîëüøå (q, r)). Çíà÷èò,

H = {q ∈ Q : (q,1R) ∈ G} è K = {r ∈ R : (1Q, r) ∈ G}.

Äîêàæåì, ÷òî H Q-ãåíåðè÷åñêîå íàä M . Ïóñòü D ∈ M ïëîòíî â Q. Òîãäà D × R ïëîòíî â P. Çíà÷èò,
∃(q, r) ∈ (D ×R) ∩G. Èìååì q ∈ D ∩H.

Äîêàæåì, ÷òî K R-ãåíåðè÷åñêîå íàä M [G]. Ïóñòü D ∈ M [G] ïëîòíî â R, è ïóñòü τ � Q-èìÿ, äëÿ êîòîðîãî
D = τH . Íåêîòîðîå óñëîâèå q0 ∈ P âûíóæäàåò, ÷òî τ ïëîòíî. Ïîëîæèì

E = {(q, r) : (q ≤Q q0) ∧ (q 
 r ∈ τ)}

(E ∈M ïî òåîðåìå îá îïðåäåëèìîñòè). Ïîêàæåì, ÷òî E ïëîòíî íèæå (q0,1R) â P.
Åñëè (q, r) ≤ (q0,1R), òî q 
 (τ ïëîòíî â R), îòêóäà

q 
 ∃x ∈ R((ÓÏÎÐ.ÏÀÐÀ(x, r) ∈≤R) ∧ (x ∈ τ))

(çäåñü ÓÏÎÐ.ÏÀÐÀ(èìÿ, èìÿ) � èìÿ, êîòîðîå âñåãäà èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà èíòåðïðå-
òàöèé èì¼í â ñêîáêàõ).

Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò q′ ≤Q q è σ ∈ domR òàêèå, ÷òî

q′ 
 ((ÓÏÎÐ.ÏÀÐÀ(r′, r) ∈≤R) ∧ (σ ∈ τ))

=⇒ ñóùåñòâóþò q′ ≤Q q è r′ ∈ R, äëÿ êîòîðûõ

q′ 
 ÓÏÎÐ.ÏÀÐÀ(r′, r) ∈≤R è q′ 
 r′ ∈ τ,

ò.å. r′ ≤R r è q′ 
 r′ ∈ τ , îòêóäà (q′, r′) ≤P (q, r) è (q′, r′) ∈ E.
Ëåììà (1) 2 =⇒ ∃(q, r) ∈ E∩G. Èìååì r ∈ K, à ïîñêîëüêó q 
 r ∈ τ , èìååì òàêæå r ∈ D. Çíà÷èò, K∩D 6= ∅.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî K � R-ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî.
Ïîêàæåì, ÷òî H × K = G. Åñëè q ∈ H è r ∈ K, òî p0 = (q,1R) è p1 = (1Q, r) ïðèíàäëåæàò G, òàê ÷òî

∃p′ = (q′, r′) ∈ G òàêîå, ÷òî p′ ≤P p0, p1. ßñíî, ÷òî (q, r) ≥P p′. Çíà÷èò, (q, r) ∈ G. �

Âåðíà è îáðàòíàÿ òåîðåìà: åñëè H � Q-ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî íàä M è K � R-ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî
íàä M [H], òî H ×K � P-ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî íàä M .

Ýòè òåîðåìû ïîçâîëÿþò ñâîäèòü îäíîêðàòíîå ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ê äâóêðàòíîìó è íàîáîðîò â ñëó÷àå,
êîãäà R ∈M . Îíè ïðèìåíèìû è ê áåñêîíå÷íîêðàòíûì ðàñøèðåíèÿì.

Â ñëó÷àå R ∈ M [H] \M âåðíà ìîäèôèêàöèÿ ïåðâîé òåîðåìû î ïðîèçâåäåíèè, íî îíà äîêàçûâàåòñÿ çíà÷è-
òåëüíî ñëîæíåå.

Â ïðèìåíåíèè èòåðèðîâàííîãî ôîðñèíãà êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà. Â íåé λ-çàìêíóòîñòü
îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû ≤ λ èìååò íèæíþþ ãðàíü, à κ-óñëîâèå àíòèöåïåé
� îòñóòñòâèå àíòèöåïåé (ìíîæåñòâ ïîïàðíî íåñîâìåñòèìûõ ýëåìåíòîâ) ìîùíîñòè ≥ κ.
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Ëåììà 10 (Î ñîõðàíåíèè êàðäèíàëîâ ïðè äâóêðàòíîì ðàñøèðåíèè). Ïóñòü ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå
ìíîæåñòâà Q è R ïðèíàäëåæàò ÑÒÌ M , P = Q⊗ R è κ � êàðäèíàë â M . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

M |= (κ ðåãóëÿðåí ∧ ∀λ < κ(Q λ − çàìêíóòî) ∧ R óäîâëåòâîðÿåò κ-óñëîâèþ àíòèöåïåé)

Òîãäà 1P |= (κ � êàðäèíàë) (ò.å. κ îñòà¼òñÿ êàðäèíàëîì â ëþáîì P-ãåíåðè÷åñêîì ðàñøèðåíèè M).

Òåîðåìà 52 (Îá îáðàòíîì íåðàâåíñòâå). Ïóñòü M � ÑÒÌ, P ∈M � ÷.ó.ì. è κ, λ, µ è ν � êàðäèíàëû â M .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

M |= ((ν = κλµ) ∧ (|P | = κ) ∧ (P óä-åò λ+-óñëîâèþ àíòèöåïåé)).

Òîãäà 1P |= 2µ ≤ ν.

Òåîðåìà 53 (Èñòîíà). Ñóùåñòâóåò ÑÒÌ, â êîòîðîé 2ωn = ωn+2 äëÿ âñåõ n ∈ ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî n ∈ ω ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Pn = {p : p � ôóíêöèÿ ∧ dom p ⊂ ωn+2 × ωn ∧ ran p ⊂ {0, 1} ∧ | dom p| < ωn},
óïîðÿäî÷åííîå îáðàòíî âêëþ÷åíèþ. Ïîëîæèì

Qn = {(p0, p1, . . . , pn) : pi ∈ Pi äëÿ i ≤ n},

Qn = {(pn+1, pn+2, . . . ) : pi ∈ Pi äëÿ i > n}.
Óïîðÿäî÷èì ìíîæåñòâà Qn è Qn ïîêîìïîíåíòíî: (p0, . . . , pn) ≤ (p′0, . . . , p

′
n) â Qn, åñëè pi ≤ p′i â Pi äëÿ âñåõ

i ≤ n, è àíàëîãè÷íî äëÿ Qn.

Åñëè âåðíà GCH (2λ = λ+ äëÿ âñåõ êàðäèíàëîâ λ), òî êàæäîå Qn óäîâëåòâîðÿåò ωn+1-óñëîâèþ àíòèöåïåé (ýòî

äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê òî, ÷òî êîýíîâñêîå ìíîæåñòâî óäîâëåòâîðÿåò ó.ñ.ö., ñ èñïîëüçîâàíèåì îáùåé ëåììû

î ∆-ñèñòåìû) , à êàæäîå ìíîæåñòâî Qn ωn-çàìêíóòî (î÷åâèäíî). ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâà Qn ⊗ Qn è Qm ⊗ Qm
ïîðÿäêîâî èçîìîðôíû äëÿ âñåõ n è m. Ìíîæåñòâî Q0⊗Q0 íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì

Èñòîíà.

Ïóñòü M � ÑÒÌ, M |= GCH, P � ÷.ó.ì. Èñòîíà è G � ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî. Ïîñêîëüêó ÷.ó.ì. Èñòîíà

èçîìîðôíî âñåì Qn ⊗ Qn, ëåììà î ñîõðàíåíèè êàðäèíàëîâ ïðè äâóêðàòíîì ðàñøèðåíèè =⇒ âñå êàðäèíàëû

ìîäåëè M ñîõðàíÿþòñÿ â M [G]. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî {q ∈ Pn : q � n-ÿ êîìïîíåíòà íåêîòîðîãî

p ∈ G} ïîðîæäàåò ñåìåéñòâî ìîùíîñòè ωn+2 ïîäìíîæåñòâ ωn (ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ¬CH â êîýíîâñêîé

ìîäåëè).

Òàêèì îáðàçîì, M [G] |= 2ωn ≥ ωn+2 äëÿ âñåõ n ∈ ω. Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. Âîçüì¼ì n ∈ ω.
Ïîëîæèì λ = ωMn è κ = ωMn+2. Ýòî êàðäèíàëû â M [G].

Ïðåäñòàâèì ìîäåëü M [G] â âèäå M [Gn][Gn], ãäå

Gn = {(p0, p1, . . . , pn) : (p0, p1, . . . ) ∈ G},

Gn = {(pn+1, pn+2, . . . ) : (p0, p1, . . . ) ∈ G}.
Ïîñêîëüêó Qn λ-çàìêíóòî âM , èç îáùåé âòîðîé òåîðåìû î ñîõðàíåíèè êàðäèíàëîâ (êîòîðàÿ ôîðìóëèðóåòñÿ

è äîêàçûâàåòñÿ äëÿ âñåõ êàðäèíàëîâ òî÷íî òàê æå, êàê äëÿ ω) ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî X ⊂ κ, êîòîðîå

ïðèíàäëåæèò ìîäåëè M [Gn] è èìååò ìîùíîñòü λ â M [Gn], ïðèíàäëåæèò èñõîäíîé ìîäåëè M è èìååò â íåé

ìîùíîñòü λ.

Âûâîä 1: Åñëè Q′ ∈ M [Gn] òàêîâî, ÷òî M [Gn] |= (Q′ � ÷.ó.ì. Èñòîíà) è Q′ = Q′n ⊗ Q′n âíóòðè M [Gn], òî

Q′n = Qn. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷.ó.ì. Qn óäîâëåòâîðÿåò λ+-óñëîâèþ àíòèöåïåé â M [Gn] (è ïðè ýòîì λ+ = ωMn+1 =

ω
M [G]
n+1 ).

Âûâîä 2: (κλ)M [G] = (κλ)M = κ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ê ìîäåëè M [Gn] è ÷.ó.ì. Qn ∈ M [Gn] ïðèìåíèìà òåîðåìà îá îáðàòíîì íåðàâåíñòâå ñ ν = κ

è µ = λ. Îíà äà¼ò

M [Gn][Gn] |= 2λ ≤ κ,

÷òî è òðåáîâàëîñü. �
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Áóëåâîçíà÷íûå ìîäåëè
Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå óòâåðæäåíèÿ ÿçûêà òåîðèè ìíîæåñòâ, à ïîòîì ðåøèì, êàêèå èç íèõ äëÿ íàñ æåëà-
òåëüíû. Âûáîð äîëæåí ïîä÷èíÿòüñÿ åñòåñòâåííûì îãðàíè÷åíèÿì: íàïðèìåð, åñëè ϕ è ψ âûïîëíÿþòñÿ, òî ϕ ∧ ψ
òîæå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ è ò.ï. Åñòåñòâåííûé èíñòðóìåíò äëÿ èõ îòñëåæèâàíèÿ � áóëåâà àëãåáðà.

Îïðåäåëåíèå 62. Áóëåâà àëãåáðà � ýòî íåïóñòîå ìíîæåñòâî B ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè ∨ (ñóïðåìóì)
è ∧ (èíôèìóì), îäíîé óíàðíîé îïåðàöèåé ¬ (äîïîëíåíèå) è äâóìÿ âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè 0 è 1, óäîâëåòâî-
ðÿþùèìè àêñèîìàì: ∀a, b, c ∈ B

a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c

a ∨ b = b ∨ a a ∧ b = b ∧ a a ∨ (a ∧ b) = a a ∧ (a ∨ b) = a

a ∨ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c)

a ∨ 0 = a a ∧ 1 = a a ∨ ¬a = 1 a ∧ ¬a = 0

Íà ëþáîé áóëåâîé àëãåáðå èìååòñÿ åñòåñòâåííûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê: a ≤ b ⇐⇒ a ∨ b = b ⇐⇒ a ∧ b = a.

Ïîñòðîåíèå áóëåâîçíà÷íîé ìîäåëè MB

Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îïåðàöèÿìè ∨, ∧ è ¬ â áóëåâîé àëãåáðå è ëîãèêå, à òàêæå ìåæäó
ýëåìåíòàìè 0 è 1 áóëåâîé àëãåáðû è çíà÷åíèÿìè È (¾èñòèíà¿) è Ë (¾ëîæü¿) èñòèííîñòíûõ îöåíîê âûñêàçûâàíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû õîòèì, ÷òîáû íåêîòîðûå âûñêàçûâàíèÿ áûëè èñòèííû è íå óâåðåíû íàñ÷¼ò äðóãèõ.
Çàôèêñèðóåì íàøå ÷àñòè÷íîå çíàíèå âûáîðîì ïîäõîäÿùåé áóëåâîé àëãåáðû B è îòîáðàæåíèåì êàæäîãî âûñêà-
çûâàíèÿ ϕ â íåêîòîðûé ýëåìåíò JϕKB ∈ B. Åñëè ϕ ñîâåðøåííî òî÷íî èñòèííî (íàïðèìåð, ýòî àêñèîìà ZFC),
ïîëàãàåì JϕKB = 1, à åñëè ñîâåðøåííî òî÷íî ëîæíî � ïîëàãàåì

ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ 7→ JϕK äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

1. Jϕ ∨ ψK = JϕK ∨ JψK

2. Jϕ ∧ ψ] = JϕK ∧ JψK

3. J¬ϕK = ¬JϕK

(îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî Jϕ→ ψK = JϕK→ JψK).
Â òåîðèè ìíîæåñòâ àòîìíûìè ôîðìóëàìè ÿâëÿþòñÿ Jx = yK è Jx ∈ yK =⇒ ïðèä¼òñÿ ðàññìàòðèâàòü

¾íå÷¼òêèå ìíîæåñòâà¿.
Îáû÷íîå ìíîæåñòâî ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ôóíêöèåé, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ â òðèâèàëüíîé áóëåâîé àëãåá-

ðå {0,1}, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò ýëåìåíòû ìíîæåñòâà (êîòîðûå òîæå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè) â 1, à íå ýëåìåíòû
� â 0. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé B ¾íå÷¼òêîå ìíîæåñòâî¿ x ñîñòîèò èç ¾ïîòåíöèàëüíûõ ýëåìåíòîâ¿ (êîòîðûå
òîæå ÿâëÿþòñÿ ¾íå÷¼òêèìè ìíîæåñòâàìè¿) è îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ôóíêöèåé, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò êàæäûé ¾ïîòåí-
öèàëüíûé ýëåìåíò¿ y â ýëåìåíò áóëåâîé àëãåáðû B, ñîîòâåòñòâóþùèé ¾ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè¿ ýëåìåíòà y
ìíîæåñòâó x. Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ðàññìàòðèâàòü B-çíà÷íûå ìíîæåñòâà � ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà B-çíà÷íûõ
ìíîæåñòâ â B.

Íà÷í¼ì ñ ìîäåëè ZFC M . Çàôèêñèðóåì ñîîòâåòñòâèå ϕ 7→ JϕK (óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì òèïà 1�3 è
ïåðåâîäÿùåå àêñèîìû ZFC â 1) è îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ B-çíà÷íûõ ìíîæåñòâ âM ÷åðåçMB. Ïîëó÷èâøàÿñÿ
ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ áóëåâîçíà÷íîé ìîäåëüþ ZFC. ×òîáû ïðåâðàòèòü å¼ â íàñòîÿùóþ ìîäåëü, íóæíî áóäåò
èçáàâèòüñÿ îò íå÷¼òêîñòè. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ôàêòîðèçàöèåé MB ïî óëüòðàôèëüòðó.

×òîáû ïîëíîñòüþ îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâèå ϕ 7→ JϕK, íóæíî îïðåäåëèòü åãî äëÿ àòîìíûõ ôîðìóë è ïîíÿòü,
÷òî ïðîèñõîäèò ïðè ñîåäèíåíèè àòîìîâ â áîëåå ñëîæíûå ôîðìóëû ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è êâàíòîðîâ ∃ è
∀ (ó êîòîðûõ íåò ïðÿìûõ àíàëîãîâ â ôîðìàëèçìå áóëåâûõ àëãåáð). Îáúåäèíåíèå ïðè ïîìîùè ñâÿçîê ïîä÷èíÿåòñÿ
óñëîâèÿì 1�3. Ðàññìîòðèì ∃.

Ñóùåñòâîâàíèå x, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî ϕ(x), ìîæíî âûðàçèòü òàê: ¾ëèáî ϕ(a), ëèáî ϕ(b), ëèáî ϕ(), . . . ¿
(íàäî ïåðå÷èñëèòü âñå ýëåìåíòû âñåëåííîé). Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò ïîëîæèòü

4. J∃xϕ(x)K =
∨

a∈MB
Jϕ(a)K

è, àíàëîãè÷íî,
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5. J∀xϕ(x)K =
∧

a∈MB
Jϕ(a)K.

×òîáû ýòè îïðåäåëåíèÿ èìåëè ñìûñë, íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû áóëåâà àëãåáðà B áûëà ïîëíîé, ò.å. ÷òîáû äëÿ
ëþáîãî (íàñòîÿùåãî) ìíîæåñòâà X ⊂ B áûëè îïðåäåëåíû

∨
X è

∧
X (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî

∨
∅ = 0 è

∧
∅ = 1).

Îñòàëîñü ïîçàáîòèòüñÿ îá àòîìàõ Jx ∈ yK è Jx = yK.
Âî-ïåðâûõ, ìû õîòèì, ÷òîáû âûïîëíÿëàñü àêñèîìà îáú¼ìíîñòè, ò.å.

Jx = yK = J∀z((z ∈ x)→ (z ∈ y)) ∧ ∀z((z ∈ y)→ (z ∈ x))K.

Äðóãàÿ ðàçóìíàÿ ôîðìóëà �
Jx ∈ yK = J∃z((z ∈ y) ∧ (z = x))K.

Åñòåñòâåííî òàêæå ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âûðàæåíèå J∃z((z ∈ x) ∧ ϕ(z))K çàâèñåëî îò çíà÷åíèé Jϕ(z)K òîëüêî
äëÿ òåõ z, êîòîðûå è â ñàìîì äåëå ïðèíàäëåæàò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ domx B-çíà÷íîãî ìíîæåñòâà x, ïðè÷¼ì
çíà÷åíèå Jz ∈ xK ∈ B äîëæíî áûòü òåñíî ñâÿçàíî ñî çíà÷åíèåì x(z) ∈ B (íàïîìíèì, ÷òî x � B-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ
îò B-çíà÷íûx ôóíêöèé). Ïðèõîäèì ê òðåáîâàíèÿì

J∃z((z ∈ x) ∧ (ϕ(z))K =
∨

z∈dom x

(
x(z) ∧ Jϕ(z)K

)
è

J∀z((z ∈ x)→ (ϕ(z))K =
∧

z∈dom x

(
x(z)→ Jϕ(z)K

)
.

Âñå ýòè âûðàæåíèÿ ïðèâîäÿò ê îïðåäåëåíèÿì

6. Jx ∈ yK =
∨

z∈dom y

(
y(z) ∧ Jx = zK

)
7. Jx = yK =

∧
z∈dom y

(
x(z)→ Jz ∈ yK

)
∧

∧
z∈dom x

(
y(z)→ Jz ∈ xK

)
Ýòî èíäóêòèâíûå îïðåäåëåíèÿ ïî àíàëîãó ðàíãà äëÿ áóëåâîçíà÷íûõ ìíîæåñòâ.

Òðåáîâàíèå âûïîëíåíèÿ àêñèîì ZFC â MB íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà B. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ðàññìîòðèì àêñèîìó ìíîæåñòâà ïîäìíîæåñòâ. Äëÿ äàííîãî ¾íå÷¼òêîãî ìíîæåñòâà¿ x âMB åñòåñòâåííî
îïðåäåëèòü ¾ìíîæåñòâî¿ y âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ â MB, ïîëàãàÿ

dom y = Bdom x

ò.å. îïðåäåëÿÿ ¾ïîòåíöèàëüíûå ýëåìåíòû¿ y êàê îòîáðàæåíèÿ domx→ B. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî z ∈ dom y
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå Jz ⊂ xK. Îäíàêî åñëè àëãåáðà B íå ïðèíàäëåæèò ìîäåëè M , òî îòîáðàæåíèÿ èç
domx â B íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ B-çíà÷íûìè ìíîæåñòâàìè. Ïîýòîìó áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû B ïðèíàäëå-
æàëà M . Âìåñòî ïîëíîòû àëãåáðû B äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü, ÷òîáû îíà áûëà ïîëíà â M , ò.å. ÷òîáû

∨
X è

∧
X

ñóùåñòâîâàëè äëÿ X ⊂ B èç M .

Îïðåäåëåíèå 63. Ïóñòü M � ìîäåëü ZFC. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B ∈ M � ïîëíàÿ (â M) áóëåâà àëãåáðà è
J·K � îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà âñåõ ôîðìóë ÿçûêà òåîðèè ìíîæåñòâ â B, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì 1�7.
Ìíîæåñòâî MB âñåõ B-çíà÷íûõ ìíîæåñòâ â M âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâèåì J·K íàçûâàåòñÿ áóëåâîçíà÷íîé ìîäåëüþ

òåîðèè ìíîæåñòâ.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî â MB âûïîëíåíû àêñèîìû ZFC (ò.å. äëÿ âñÿêîé àêñèîìû ϕ èìååì JϕK = 1), è
÷òî ïðàâèëà ëîãè÷åñêîãî âûâîäà ðàáîòàþò â MB äîëæíûì îáðàçîì (ò.å. ÷òî åñëè JϕK = 1 è ψ � ëîãè÷åñêîå
ñëåäñòâèå ôîðìóëû ϕ, òî JψK = 1). Ïðîâåðêà íåñëîæíàÿ, õîòÿ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òðåáóåò äëèííûõ âûêëàäîê.
Îíà ïîäðîáíî ïðîâåäåíà â êíèãå

John L. Bell, Set Theory: Boolean-Valued Models and Independence Proofs (Oxford Univ. Press, Oxford, 2005).

Ôàêòîðèçàöèÿ ïî óëüòðàôèëüòðó

Áóëåâîçíà÷íàÿ ìîäåëü MB ïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷íóþ ìîäåëü ZFC ñ ïîìîùüþ ôàêòîðèçàöèè.
Âûáåðåì ìíîæåñòâî U ⊂ B (âîçìîæíî, U /∈M), êîòîðîå ñîäåðæèò îáðàçû JϕK òåõ óòâåðæäåíèé, èñòèííîñòè

êîòîðûõ ìû äîáèâàåìñÿ; îíî áóäåò èãðàòü ðîëü èñòèííîñòíîé îöåíêè, òàê ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ϕ U äîëæíî
ñîäåðæàòü ëèáî JϕK, ëèáî ¬JϕK.
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Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî x ∈ B äîëæíî áûòü ëèáî x ∈ U , ëèáî ¬x ∈ U (¬ â ñìûñëå B). Êðîìå òîãî,
ïîñêîëüêó ìû õîòèì òðàêòîâàòü ïðèíàäëåæíîñòü ìíîæåñòâó U êàê èñòèííîñòü, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ:

1. 1 ∈ U

2. 0 /∈ U

3. åñëè x ∈ U è y ∈ U , òî x ∧ y ∈ U

4. åñëè x ∈ U è x ≤ y (ò.å. x ∧ y = x), òî y ∈ U

5. äëÿ êàæäîãî x ∈ B ëèáî x ∈ U , ëèáî ¬x ∈ U

Ïîäìíîæåñòâî áóëåâîé àëãåáðû (è ëþáîãî ÷.ó.ì.) ñ ýòèìè ñâîéñòâàìè íàçûâàåòñÿ óëüòðàôèëüòðîì (à ñî
ñâîéñòâàìè 1�4 � ôèëüòðîì; âñÿêèé ôèëüòð ñîäåðæèòñÿ â óëüòðàôèëüòðå).

Ïîñëå òîãî êàê âûáðàí óëüòðàôèëüòð U , ñòðîèòñÿ ôàêòîðìîäåëü MB/U . Å¼ ýëåìåíòû � êëàññû ýêâèâàëåíò-
íîñòè ýëåìåíòîâ MB îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè

x ∼U y ⇐⇒ Jx = yK ∈ U.

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà x ∈MB áóäåì îáîçíà÷àòü xU . Íà MB/U âîçíèêàåò ïðåäèêàò ∈U :

xU ∈U yU ⇐⇒ Jx ∈ yK ∈ U.

MB/U ñ ýòèì ïðåäèêàòîì � ìîäåëü ZFC.

ÌîäåëüMB/U íå îáÿçàíà áûòü ñòàíäàðòíîé (ðîëü îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè èãðàåò ∈U ). ×òîáû ïîëó÷èòü
ÑÒÌ, íóæíî íà÷àòü ñ ÑÒÌM è â êà÷åñòâå U âçÿòü ãåíåðè÷åñêèé óëüòðàôèëüòð, ò.å. óëüòðàôèëüòð, ÿâëÿþùèéñÿ
ãåíåðè÷åñêèì ìíîæåñòâîì â B. Ìîäåëü MB/U , êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå, îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ M [U ].

Èìååòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà ïîïîëíåíèÿ ëþáîãî ÷.ó.ì. äî ïîëíîé áóëåâîé àëãåáðû. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ïîñòðîèòü ÑÒÌ, â êîòîðîé íàðóøàåòñÿ CH, äîñòàòî÷íî âçÿòü ñ÷¼òíóþ ÑÒÌ M , êîýíîâñêîå ÷.ó.ì. P ∈ M ,
ïîïîëíèòü P äî ïîëíîé (â M) áóëåâîé àëãåáðû B ∈ M è ôàêòîðèçîâàòü MB ïî ãåíåðè÷åñêîìó óëüòðàôèëüòðó
U ⊂ B (U /∈M).

Ïðè÷¼ì òóò âûíóæäåíèå

Çàìåòèì, ÷òî óëüòðàôèëüòð U âûïîëíÿåò ñðàçó äâå ôóíêöèè: ýòî ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî, äîáàâëÿåìîå ê M ,
è ñïèñîê âûñêàçûâàíèé, èñòèííûõ â M [U ]. Ïî îïðåäåëåíèþ óëüòðàôèëüòðà åñëè p ≤ JϕK, òî âûñêàçûâàíèå ϕ
äîëæíî áûòü èñòèííûì â M [U ] äëÿ ëþáîãî óëüòðàôèëüòðà U 3 p, òàê ÷òî îòíîøåíèå p 
 ϕ ìîæíî ôîðìàëüíî
îïðåäåëèòü òàê:

p 
 ϕ, åñëè p ≤ JϕK.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè áóëåâîçíà÷íîì ïîäõîäå ìîæíî îáîéòèñü âîîáùå áåç ñèìâîëà 
.

Áóëåâîçíà÷íûé è êîýíîâñêèé ïîäõîäû áîëåå èëè ìåíåå ðàâíîöåííû. Èìåíà è èíòåðïðåòèàöèè â êîýíîâñêîì
ïîäõîäå � àíàëîã ¾íå÷¼òêèõ ìíîæåñòâ¿ è ôàêòîðèçàöèè. Îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ 
∗ ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ
ñîîòâåòñòâèÿ J·K ôîðìóëàìè 1�7. Ýòè ôîðìóëû ïðîùå ôîðìóë â îïðåäåëåíèè 
, çàòî â êîýíîâñêîì ïîäõîäå
ìîæíî èìåòü äåëî íåïîñðåäñòâåííî ñ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæåñòâàìè è ãåíåðè÷åñêèìè ôèëüòðàìè, íå
ïîïîëíÿÿ èõ äî áóëåâûõ àëãåáð è óëüòðàôèëüòðîâ.
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